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Prefácio 


Acredito que, ao se escrever um livro, pensa-se muito, aprende-se mais, 
aperfeiçoam-se métodos de exposição e coordenam-se melhor as idéias. 
O resultado se faz sentir nas próprias aulas, extraordinariamente facilitadas 
pelo livro texto e, como consequência, o melhor aprendizado e 
aproveitamento dos alunos e dos colegas professores. 


O livro é uma revolução, pois imaginem a influência sobre o espírito, a alma, о 
coração de quem lê, adquirindo e armazenando idéias das idéias alheias. 


O livro de Mecânica do Professor Renato Brito é o nosso anseio e a nossa 
recompensa pelo esforço por ele feito. Que maravilha absorver a experiência 
de tantos anos em preparação de vestibulandos do ITA e do IME, toda 
catalogada em teoria leve e bem elaborada, com a participação especial da 
aluna Claudete, além de exercícios fantásticos propostos e muitos resolvidos 
detalhadamente com o rigor que a Física requer. 


Nós, professores dedicados ao ensinamento da Física, bem como os futuros 
alunos do ITA e do IME, que apreciamos uma Mecânica tratada de forma 
correta, com excelentes exercícios, temos em mãos uma obra única. 


Finalmente, plagiando o filósofo e poeta Alexander Pope, poderíamos dizer : 


“Deus fez Newton, que criou a Mecânica - o grande sustentáculo 


teórico da Física - e fez Renato para divulgá-la através desta 
obra maravilhosa.” 


Marcos Haroldo Dantas Norões (*) 


(*) Professor e Físico formado pela Universidade Federal do Ceará, o professor Marcos Haroldo 
é pioneiro na preparação do estudantes de Fortaleza que vão prestar vestibulares para o IME e 
para o ITA. Ete foi professor do autor em 1990 e 1991, na turma preparatória do Colégio Geo 
Studio. A partir do ano 2002, trabalhou com o autor tanto na turma ITA do Colégio Militar de 
Fortaleza, turma ITA do Colégio 7 de Setembro, quanto nas turmas preparatórias para medicina e 
odontologia do Curso Simétrico. Atualmente, em 2017, está lecionando nas turmas IME ITA dos 
colégios Farias Brito, 7 de Setembro, Antares e Master. Também é professor do IFCE (instituto 
Federal до Ceará). 


Apresentação da 4º Edição 2017 


Escrevi este livro motivado pela carência de material didático sobre essa 
temática num nível adequado tanto para vestibulandos IME ITA, quanto para 
estudantes dos cursos de graduação em Fisica e Engenharia. 


Ele é o primeiro volume de uma coleção em três volumes intitulada 
Fundamentos de Mecânica, estruturada da seguinte forma: 


e volume 1 — Cinemática geral e Leis de Newton; 

e volume 2 — Energia, Sistemas de partículas, Dinámica do centro de 
massa; Sistemas com massa variável. 

e Volume 3 - Estática, Hidrostática e Gravitação. 


O capítulo 1 traz uma seleção especial de problemas de Cinemática, 
desde os clássicos presentes nas provas de Fisica IME ITA, até os criativos 
problemas dos livros da editora russa Mir, incluindo alguns problemas 
originais de minha autoria. 


A teoria de Cinemática é universal e pode ser encontrada em qualquer 
livro de Mecânica. Os segredos da Cinemática vão muito além de dominar os 
conceitos e propriedades. Pensando nisso, preparei para o leitor um esse 
capitulo 1 onde os segredos da Cinemática vão sendo apresentados 
gradativamente, diluídos nas próprias questões e suas respectivas 
resoluções. 


Em geral, os problemas mais interessantes de Cinemática não são 
solucionáveis pela mera aplicação direta das funções horárias clássicas, pois 
requerem uma sagacidade que o estudante só adquire com a prática. 


O capítulo 6 está vinculado ao capítulo 1 dessa obra e trata-se de um 
apêndice sobre Parábola de Segurança, onde descrevo e demonstro todas as 
fantásticas propriedades dessa fantástica ferramenta muito útil na resolução 
de problemas de máximo e mínimo envolvendo lançamento de projéteis. 


Nos capítulos 2 e 3, faço uma análise teórica bastante crítica e detalhada 
do conceito de Referencial Inercial, discutindo em situações práticas o 
domínio de validade das leis de Newton do movimento. Em seguida, 
compartilho com o leitor as minhas estratégias pessoais de resolução de 
problemas de dinâmica retilínea e curvilinea no Referencial Inercial, através 
de uma sequência de exemplos resolvidos. Uma lista de problemas propostos 
correlatos é fornecida ao final do capítulo, com suas respostas/resoluções 
apresentadas ao final do livro. O capítulo 7 é um apêndice a esses capítulos 2 
e 3 e trata sobre os Vínculos Geométricos. Nele, mostro ao leitor como inter- 
relacionar as velocidades e acelerações de corpos conectados entre si por 
cordas, polias etc. em função da geometria envolvida nas mais variadas 
situações físicas. 

Os capítulos 4 e 5 são dedicados ao estudo do referencial não-inercial. 
São talvez o grande diferencial desse livro. Na parte teórica, faço uma rica 
explanação sobre os conceitos de referencial não-inercial e forças fictícias, 
incluindo a análise prática de vários problemas em cada um dos referenciais 
inercial e não-inercial. 


Uma lista de problemas propostos correlatos é fornecida ao final desse 
capítulo, com suas respostas/resoluções apresentadas no final do livro. 


O que mudou da 2º edição para a 3º Edição ? 

Nessa e nas próximas edições do Green Book (apelido desse livro nas 
redes sociais), não tenho interesse em alterar a quantidade de questões 
desse livro nem a ordem delas, a exemplo do que ocorre a livros clássicos 
como Saraeva e lrodov há anos. Meu acervo de novas questões será 
compartilhado com os leitores em novas obras no futuro. 


Nessa 3º edição 2014, me ocupei em lapidar o livro, efetuando todas as 
pequenas correções que me foram apontadas pelos próprios leitores, pela 
internet, com um agradecimento especial ao Tiago Henrique dos Reis, que 
muito contribuiu nessa etapa. 


Ampliei de 30 para 31 o nümero de Exemplos Resolvidos ao longo da 
própria teoria (veja Exemplo Resolvido 3 página 236). 


Mantive os mesmos 338 Problemas propostos, mas ampliei o nümero de 
resoluções apresentadas no final da obra (capítulo 8) de 216 para 225 
problemas resolvidos. Esses 9 novas resoluções foram acrescentadas por 
serem as campeãs de solicitações pelos leitores nos últimos 2 anos, através 
da internet. Foram elas as questões 30, 44, 46, 48, 65, 69, 126, 237, 249. 


Além disso, alguns problemas tiveram sua resolução substituida por 
outra mais vantajosa sob algum aspecto (questão 15). Outros ganharam uma 
segunda resolução alternativa (questões 45, 127). 


А questão 209 foi substituída por uma nova versão corrigida, com sua 
respectiva resolução. 


Na teoria sobre Parábola de Segurança, acrescentei uma nova relação 
(a maravilhosa relação eq5B — página 231). Com ela, foi possível aprimorar a 
resoluções de 8 problemas envolvendo essa ferramenta. Alguns estão entre 
as páginas 231 e 238, outros estão entre as páginas 391 e 400. 


O que mudou da 3º edição para a 4º Edição ? 
No Capitulo 1 — Cinemática Geral — a questão 5 ganhou uma belíssima 
solução gráfica puramente geométrica que faz uso do famoso Teorema de 
Menelaus © ! A questão 131 ganhou uma segunda resolução bem mais 
simples e elegante do que a resolução anterior que fazia uso da propriedade 
da Desigualdade das Médias (que muitos leitores desconhecem) para 
minimizar a velocidade de disparo do lançamento oblíquo. A questão 119 
também ganhou uma resolução alternativa conforme explicarei adiante. 


Para ajudar o leitor no melhor entendimento e desenvolvimento das 
questões 235, 237 e 238 do capítulo 2, foi adicionado ao final do livro o 
Apêndice 12 sobre Trigonometria. Nele, é apresentada uma transformação 
trigonométrica muito valiosa que facilita tanto o estudo de máximos e mínimos 
de funções trigonométricas quanto a resolução de equações trigonométricas. 


No Capítulo 5 - Dinâmica Curvilínea no referencial náo-inercial – а 
questão 333 foi substituída por uma nova questão bem mais interessante e 
complexa. Além disso, uma nova questão foi adicionada adicionada ao final 
desse capítulo (questão 339). Ambas estão detalhadamente resolvidas no 
final do livro. 


No Capítulo 6 — Parábola de Segurança — apresentei uma nova 
ferramenta inédita para otimizar o lançamento parabólico. O leitor a partir de 
agora terá também a opção de resolver problemas de alcance máximo, 
velocidade mínima de disparo e determinação do ângulo de disparo otimizado 
meramente a partir das cinco novas propriedades geométricas (P5 a P9) que 
foram acrescentadas na teoria desse capítulo juntamente com suas 
respectivas demonstrações. Trata-se de um conteúdo novo, original e 
absolutamente inédito. 

Quatro novos exemplos resolvidos foram adicionados à teoria desse 
Capítulo 6 (exemplos resolvidos 5, 6, 7 e 8) para melhor ilustrar essa nova 
ferramenta otimizadora, sendo que o exemplo resolvido 8 é uma resolução 
alternativa para a questão 119, bem mais simples e vantajosa que a resolução 
algébrica tradicional. O leitor vai se surpreender com essa nova resolução ! 


Essa nova ferramenta otimizadora para o lançamento parabólico também 
motivou a adição de uma resolução alternativa para cada uma das questões 
143, 144, 145 e 147. Cada uma delas agora tem uma primeira solução 
algébrica (fazendo uso das propriedades da Parábola se Segurança) e uma 
segunda resolução vetorial geométrica fazendo uso das novas propriedades 
P5 a P9 adicionadas ao Capítulo 6. 


No Capítulo 7 — Vínculos Geométricos — o clássico caso do vínculo 
geométrico avançado (caso 6 — o predileto dos leitores) ganhou uma forma 
mais simples, intuitiva e elegante de ser visualizada (veja página 265). 


Adicionalmente, um novo vínculo geométrico, muito conhecido em 
turmas de preparação IME ITA e Olimpíadas de Física, foi adicionado ao final 
desse Capítulo 7 e foi denominado de Caso 7 — Vínculo Indiano — por ter se 
difundido no Brasil através dos livros de Física indianos vendidos no Brasil 
pela VestSeller (www .vestseller.com.br). 


Por conta desse novo vínculo geométrico, a questão 204 (que era 
apenas uma aplicação numérica da questão 203) foi alterada para abordar 
esse vínculo geométrico indiano e ganhou duas versões: a versão 1 (clássica 
indiana) — que foi resolvida tanto no referencial inercial (página 445) como 
também no referencial não-inercial (exemplo resolvido 19 — capítulo 4); e a 
versão 2, que é uma variante da versão 1 e foi deixada para o treinamento do 
leitor com resposta ao final do livro. 


O conteúdo teórico deste livro, somado à grande quantidade de 
exercícios resolvidos, realmente dá ao leitor todo o conhecimento suficiente 
para ele resolver todos os problemas propostos deixados como exercício. 

Ao longo de todo o livro, busquei usar uma linguagem simples e 


irreverente, utilizando-me da personagem Claudete, a fim de tornar a sua 
leitura leve e prazerosa, amenizando o alto nível técnico praticado. 


Optei por concentrar as respostas e resoluções dos problemas propostos 
no final do livro, acreditando que essa forma de organizar o conteúdo torne a 
sua leitura mais clara. 


Ao longo do livro, o leitor encontrará alguns códigos que o ajudarão a 
tirar o máximo proveito da obra. São eles: 


Símbolo Significado 


A resolução completa dessa questão é 


cadeado (4) apresentada ao final do livro. 


Esses números indicam que as questões 12, 13 e 
14 são correlatas, isto é, são questões que tratam 
de um mesmo tema. Suas resoluções seguem uma 
linha de raciocínio comum. 


[12, 13, 14] 


Espero que a presente obra contribua para dar ao leitor uma 
compreensáo mais sólida e profunda dos Princípios da Cinemática de da 
Dinámica. 

Finalmente, gostaria de dizer que acho importante o contato do autor 
com os seus leitores, pois esse feedback permite que sejam detectadas as 
dificuldades do leitor, que sejam detectadas as as partes do texto que podem 
ser melhor esclarecidas, enfim, tudo que pode ser melhorado no livro. Assim, 
o envio de düvidas, críticas e sugestóes, bem como de eventuais falhas que 
os leitores venham a encontrar, é bem-vindo pelo meu correio eletrónico 
pessoal: 


profrenatobrito(ogmail.com 


Tire suas düvidas desse livro comigo pelo aplicativo TELEGRAM 


ID = profRenatoBrito 


Renato Brito Bastos Neto 
Fortaleza, Junho de 2017 


Sobre o autor 


O professor Renato Brito é cearense e atua no segmento IME ITA desde 
1990, quando iniciou a sua preparação para o ITA (Instituto Tecnológico de 
Aeronáutica) nas turmas especiais do Colégio Geo Studio, em Fortaleza. 


Foi aprovado no exame vestibular ITA 92, 

graduando-se engenheiro eletrônico em 
dezembro de 1997. A partir do segundo ano da 
faculdade, colaborou na preparação de 
vestibulandos IME ITA em um cursinho de São 
José dos Campos então recém fundado, o 
Poliedro, onde lecionou Física durante seis 
anos, retornando à sua cidade natal em janeiro 
de 1999. 
Desde então, atua em Fortaleza, tanto na 
preparação de vestibulandos IME ITA, quanto 
na preparação de vestibulandos de Medicina e 
Odontologia - segmento muito concorrido nos 
exames das universidades brasileiras. 


Tomou contato com os livros da renomeada editora Mir — Moscou, pela 
primeira vez, aos dezesseis anos de idade, ao adquirir os livros Problemas 
Selecionados de Fisica Elementar (Saraeva) e Problemas de Matematica 
Elementares (V.Lidski e Otros) na Livraria Arte e Ciência orientado pelo amigo 
prof. Majela Guedes. Desde então, passou a integrar a família dos inúmeros 
docentes e estudantes dos quatro continentes aficcionados pelos livros 
daquela editora russa. 


A Mir - Moscou, embora ainda esteja ativa até os dias de hoje, restringiu 
sua produção ao mercado russo desde 1990, com a desintegração da união 
soviética, quando passou a editar e publicar livros apenas no idioma local. 


Inconformado com a carência de publicações de ensino médio em 
ciências exatas voltadas para os vestibulandos IME ITA, fundou a editora 
VestSeller em 2005, visando a resgatar, na medida do possivel, a qualidade 
dos livros nesse segmento, fechando contratos com editoras e autores na 
Índia, na Rússia e no Brasil. 


A editora VestSeller é uma empresa do segmento pontocom, atuando 
em todo Brasil pela internet, através do seu sítio www.vestseller.com.br. 
Patrocina iniciativas filantrópicas, como o site www.rumoaoita.com.br, além de 
colaborar na maior comunidade do Faceook para estudantes que estão se 
preparando para as escolas militares, chamada RUMO AO ITA. 


Atualmente, a VestSeller é a revendedora oficial dos livros peruanos e 
indianos de Matemática, Fisica e Química no Brasil, livros estes que são a 
nova sensação entre os estudantes que vão prestar os vestibulares mais 
difíceis do Brasil. Vale a pena conferir ! 


Importante - Como usar este livro 


Para que vocé tire máximo proveito da presente obra, darei a seguir algumas 
instruções que serão muito úteis. 


Antes de mais nada, afirmo com orgulho que não é necessário o 
conhecimento de Cálculo Diferencial e Integral para uma perfeita assimilação 
do conteúdo deste livro. Embora o livro seja repleto de problemas muito 
avançados para o Ensino Médio, toda a Matemática aqui praticada é de 
Ensino Médio. 


Mas profinho, é melhor eu 
tentar resolver o livro todo, 
fazendo o máximo 
possivel para não ler as 
suas resoluções no final 
do livro, né verdade ? 


Pelo contrário, Claudete ! 
O grande tesouro desse 
livro está exatamente nas 
minhas resoluções e 
explicações para cada 
questão ! Leia todas elas ! 


Esse livro foi escrito com o objetivo de permitir que qualquer estudante de 
ensino médio consiga atingir um nível IME ITA OBF em Mecânica de forma 
autodidata, ainda que ele more numa cidade com pouco acesso a professores 
e turmas de preparação especializadas nesses vestibulares. 


Para ter uma boa assimilação do conteúdo desse livro, pressuponho que você 
— o leitor — tenha um bom domínio da Matemática do Ensino médio (álgebra, 
geometria e trigonometria) e que já tenha estudado Cinemática e Dinâmica 
por livros de Física tradicionais (Tópicos da Física, Física Clássica). 
Recomendo que você já tenha resolvido toda a parte de Cinemática do livro 
Tópicos da Física (Editora Saraiva) antes de enfrentar o capitulo 1 de 
Cinemática da presente obra. 


Da mesma forma, recomendo que você já tenha estudado toda a parte de leis 
de Newton do movimento retilíneo e curvilineo do livro Tópicos da Física 
(Editora Saraiva) antes de enfrentar os capítulo 2, 3, 4 e 5 da presente obra. 


Mas professor, mesmo eu já tendo adquirido essa base recomendada 
pelo senhor acima, estou sentindo dificuldade no seu livro. E normal ? 


Se eu tivesse encontrado esse meu livro na minha época de preparação IME 
ITA, com 16 anos de idade, eu teria tido as mesmas dificuldades que você 
está tendo agora, portanto, acredite: sua dificuldade é normal e será 
recompensada ao final ! 


Professor, estou pensando em tentar aprender todo o conteüdo da 
presente obra previamente por outros livros para, só depois voltar para 
ela. Creio que assim terei maior facilidade nele. O que o senhor acha ? 


Acredite: vocé nunca estará suficiemente preparado para enfrentar a presente 
obra. Мао existem livros nacionais que abordem todos os tópicos especiais 
detalhadamente explicados por mim nesse livro. Portanto, só existe uma 
forma autodidata de aprender todos os tópicos especiais contidos nesse 
livro: enfrentar realmente, página por página, capítulo por capítulo, todo esse 
livro do começo até o fim. É esse livro que você tem em mãos que funcionará 
como a GRANDE ALAVANCA, o GRANDE ELEVADOR que vai te levar a um 
patamar superior de conhecimento em Mecânica. 


Se você tiver paciência, persistência e perseverança para devorar esse livro 
do começo ao fim, sua vida de estudante de Mecânica não será a mesma ao 
final desse estudo. Isso eu posso garantir a você. Essa obra vai te dar uma 
visão muito mais ampla e sofisticada da Mecânica e eu te ajudarei a chegar 
lá O ! Acredite: vai valer a репа! 


Logicamente, vocé precisa atender pelo menos aos pré-requisitos mínimos 
que relatei anteriormente, já tendo ao menos estudados esses conteúdos por 
livros tradicionais de Física do Ensino Médio. 


Para que vocé nào sinta muita dificuldade ao longo do livro, sugiro a 
você que, ao se deparar com a questões resolvidas (marcadas com o 
símbolo é), nào se torture horas e horas tentando resolvê-las pois pode ser bem 
desestimulante. A grande maioria das questóes difíceis vocé náo vai conseguir 
resolver sem ler a resolução lá atrás ©. Para ser bem prático, você pode ler o 
enunciado da questáo e, sem hesitar, ir diretamente ao final do livro e ler a 
resolução do problema. Essas resoluções funcionam como fonte extra de 
teoria/conhecimento para o leitor. 


Professor, mas se eu fizer isso, como vou treiná-las ? 
Se acalme pois, duas ou três questões adiante, você vai se deparar com um 
problema semelhante mas que não está resolvido por mim no final do livro, 
tendo sido deixado propositalmente como treinamento para você tentar 
resolver. A resposta dele você encontrará no final do livro. 


Recomendo que você só tente resolver alguma questão quando perceber 
claramente que se trata de uma mera variante das questões anteriores já 
resolvidas por mim ao final do livro. Dessa forma, o leitor evoluirá mais 
motivado, tendo assim mais estímulo para prosseguir firme e forte o estudo 
desse livro até o final \о/! 


É absolutamente normal que você não faça a menor idéia de como se resolve 
grande parte das questões desse livro. Muitas delas você só conseguirá 
entender quando ler a resolução apresentada no capítulo 8. Lembre-se de 
que as resoluções apresentadas ao final do livro funcionam como teoria 
complementar. São elas que vão realmente te propiciar o GRANDE SALTO 
DE CONHECIMENTO. 


Se vocé deseja realmente tirar máximo proveito desse livro, leia os 
comentários de todas as questóes que estáo resolvidas no final do livro, 
mesmo que você tenha conseguido resolver a questão por conta própria. 
Dessa forma, vocé se beneficiará de toda a experiéncia e ensinamentos 
adquiridos por mim desde os 17 anos de idade (quando iniciei о meu 
treinamento para o ITA em 1989) até os dias de hoje. Vocé só tem a ganhar, 
ao ler todas as resolugóes. 


Acredito que, seguindo essas instruções, mesmo um estudante de ensino 
médio com conhecimentos medianos em Mecânica assimilará todo o 
conteúdo desta obra com sucesso, obtendo, em geral, um grande salto de 
conhecimento num espaço de tempo relativamente curto. Imaginem quanto 
tempo eu particularmente levei para aprender todo esse conteúdo e 
sedimentá-lo, maturá-lo, conteúdo esse espalhado em inúmeros livros, muitos 
deles estrangeiros. 


Este livro é um presente para todos os estudantes e professores brasileiros. 


Apelo aos colegas “egoístas” © 


Muitos colegas professores têm ficado tão empolgados e encantados com 
essa coleção de Mecânica que tratam rapidamente de escondê-la dos seus 
alunos e dos colegas professores, para que apenas ele seja o detentor desse 
conhecimento. Imaginem só se todas as pessoas do mundo pensassem 
dessa forma O ? Imaginem se o próprio autor tivesse pensado assim antes de 
decidir escrever esse livro © ? O livro teria ficado engavetado, nunca teria 
chegado até você. 


Assim, peço aos colegas professores que mostrem os bons livros aos seus 
alunos, para que eles também possam beber diretamente da fonte do 
conhecimento. Levem o livro para a sua sala de aula, façam-no passar de 
mão em mão entre os alunos, estimulem-os a conhecer o livro, a possuí-lo se 
possível, ou a consultá-lo na biblioteca da sua escola. 


Nós professores nada ganhamos ao tentarmos limitar o conhecimento dos 
nossos alunos, ao tentarmos ser a única fonte de conhecimento deles, o único 
ídolo deles. Na verdade, devemos cuidar para que nossa vontade de ensinar 
seja maior do que a nossa vaidade. 


O nosso papel de professor não é diminuído quando apresentamos aos 
alunos nossas fontes de estudo, nossas fontes de conhecimento. Afinal, o 
professor é um facilitador do aprendizado do aluno, é um orientador e, aquele 
que conseguir guiar os alunos através da maior variedade possível de fontes 
de conhecimento, terá sido o mais eficaz em sua missão de professar o 
conhecimento. 
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Questão 01 - $ - A Super-Mosca 


Um trem parte de São Paulo com destino ao Rio de Janeiro com velocidade 
de 60 Km/h. Ao mesmo tempo, parte do Rio de Janeiro, com destino a São 
Paulo, um segundo trem com velocidade de 40 Km/h. Na frente deste e ao 
mesmo tempo, parte nossa heroína, a super-mosca, com a velocidade de 
70 Km/h. Ela vai ao encontro do trem que vem de São Paulo e, ao encontrá- 
lo, volta com destino ao Rio de Janeiro até encontrar o segundo trem, e assim 
sucessivamente até quando os dois trens se chocam. Admitindo que a distância 
São Paulo — Rio de Janeiro seja igual a 500 Km, pergunta-se qual distância 
total percorrida pela super-mosca nesse zig-zag até morrer esmagada, coitada 
(eca ©)? 


Questão 02 - é - Zenon de Eléia e o Paradoxo de Aquiles. 

Zenon de Eléia era um filósofo grego que viveu por volta do ano 500 А.С. 
Se você nunca ouviu falar dele, talvez conheça ao menos o paradoxo 
inventado por ele, conhecido como o Paradoxo de Aquiles, narrado a seguir. 


Aquiles e uma tartaruga concordaram em apostar uma corrida à pé. 
A tartaruga argumentou que Aquiles tinha a vantagem da velocidade, 
portanto, ela precisava de alguma compensação. Aquiles deu à tartaruga 
1000 m de vantagem inicial, isto é, a tartaruga iniciará a corrida num ponto A 
1000 m à frente de Aquiles. Quando é dada a largada, Aquiles corre os primeiros 
1000 m ao encalço da tartaruga e ao atingir a posição inicial dela, o 
cágado já se encontrava numa posição B 100 m adiante. Aquiles prossegue 
no encalço e ao atingir o ponto B, a tartaruga já se encontrava numa posição 
С 10 т adiante. Aquiles prossegue até atingir o ponto С e, lá chegando, vê 
que a tartaruga já se encontra em um ponto D 1m à frente, e assim sucessi- 


vamente. Pergunta-se: 
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a) Admitindo que Aquiles desenvolva uma velocidade de 5 m/s, conseguirá o 
jovem mancebo alcangar a tartaruga ? Em caso afirmativo, após quanto 
tempo ? 

b) Que distância Aquiles percorrerá até alcançar a tartaruga ? 

c) Após quanto tempo Aquiles estará 12,5 m à frente do cágado ? 


Y 


Questáo 03 - $ [3, 4, 5] 
O esquema representa o instante inicial (t = Os) da perseguição entre trés 
veículos A, B e C, que se deslocam com velocidades 50 m/s, 20 m/s e 60 m/s, 
respectivamente. Determine após quanto tempo o veículo A se encontrará 
exatamente entre os veículos B e C, a meia distância deles. 


B 
40m —- 60m 
Questão 04 (3, 4. 5] 
No esquema a seguir, os móveis A, В e С deslocam-se com velocidades 
20 m/s, 40 m/s e 50 m/s, respectivamente, numa mesma rodovia de máo-dupla. 


100m 350m 


A partir desse instante, quantos metros o móvel C deverá percorrer para que 
se posicione exatamente entre os móveis A e B, a meia distância deles ? 


Questão 05 - é - As Cruzadas ` 3, 4, 5] 
Quatro automóveis A, B, C, e D movem-se em uma estrada, todos com 
velocidade constante. A ultrapassa B ás 8:00h, ultrapassa C ás 9:00h e cruza 
com D ás 10:00h. D cruza com B ás 12:00h e com C ás 14:00h. Determine a 
que horas B ultrapassa C. 

a) 10h 20min b) 10h 30 min  c)10h40min  d)iih е) 11h 30min 
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A partir desse ponto, a resolução da questões não envolve o uso- de funções 
horárias do MRU, mas tao somente os conceitos primitivos de distància 
percorrida (d), velocidade (v), duração do movimento (t) e a relação d = vt 


Questão 06 - é - Eco nas nuvens [ба 10] 
A face inferior de uma camada de nuvens é plana e horizontal. Um rojáo 
lançado para cima estoura entre o solo e a camada de nuvens. 
Um observador situado no solo, na mesma vertical do rojáo, ouve o estouro 
t1 segundos após ter visto o clarão da explosão e ouve o eco do som refletido 
na nuvem tz segundos após ter visto o clarão da explosão. Sendo V a 
velocidade do som no ar, determine a altura da nuvem. 


Questão 07 - $ [6 a 10] 
Um navio move-se com velocidade Vw se afastando do porto. Num certo 
instante, um sinal sonoro é emitido do porto simultaneamente no ar e na água. 
Ele se propaga no ar com velocidade Vr e na água com velocidade Ve 
(com Ve > Vg). No navio, os sons incidentes através do ar e da água são 
recebidos com um intervalo de tempo At entre eles. Determine a que distância 
do porto encontrava-se o navio ao receber o primeiro sinal. 


Questão 08 - $ - O primeiro tiro [6 a 10] 


De um ponto A, dá-se um tiro em um alvo B. Um observador em C localizado 


entre A e B, muito próximo à reta AB, mede o intervalo de tempo At decorrido 
entre o instante em que ele ouve o tiro e o instante em que ele ouve o impacto 
do projétil no alvo. Sendo Ve e Vs as velocidades do projétil e do som, ed a 
distância entre os pontos A e C, determine a distância entre os pontos A e B. 


Questão 09 - d' - O segundo tiro [6 a 10] 
Um atirador em A dispara um tiro de fuzil em direção a um alvo em B. 
A distància que separa esses pontos vale d = 1200 m. Admite-se que o projétil 
descreva uma trajetória retilinea com velocidade constante v = 680 m/s. 
A velocidade do som no ar vale vs = 340 m/s. Determine a que distância do 
alvo B encontra-se um observador que ouve simultaneamente o som do 
disparo do fuzil e o som do impacto do projétil com o alvo, no seguintes casos: 
a) o observador encontra-se sobre a reta АВ; 

b) o observador encontra-se sobre uma reta normal à reta AB que passa pelo 

ponto B. 


Questão 10 - $ - (ITA 2007) - O terceiro tiro [6 a 10] 


Considere que num tiro de revólver, a bala percorre uma trajetória retilínea 
com velocidade V constante, desde o ponto inicial P até o alvo Q mostrados 
na figura. O aparelho Мі registra simultaneamente o sinal sonoro do disparo e 
o do impacto da bala no alvo, o mesmo ocorrendo com o aparelho M2. Sendo 
Vs a velocidade do som no ar, a razão entre as respectivas distâncias dos 
aparelhos M4 e M2 ao alvo Q é: 
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a) Vs (V - V)/(V? - V2) t M2 
b) Vs (Vs - V) / (V? - v2) | 
c)V-(V - V) (V2 - v?) | 
d) Vs (V +\)/ (V? - v2) MC AS S 
e)Vs (V - V (V? + v2) Б 


Questão 11 - é - Móveis alinhados [11a 14] 
Duas partículas г e t partem simultaneamente das posições mostradas na 
figura abaixo, em movimentos retilineos e uniformes, com velocidades 
respectivamente iguais a vr e vt. Uma terceira partícula s, que se encontrava 
inicialmente alinhada às demais, deve se mover de tal forma a permanecer 
alinhada ás partículas r e t, durante todo o movimento. Determine a 
velocidade vs com que a partícula s deverá se mover, em função de vr, vt, a 
e b. 


r S t 
Vr. 
Vsi 
4 Vt 
ta HA 
Questão 12 - $ - As sombras das velas [11 a 14] 


No instante inicial, duas velas tinham comprimentos iguais a h e estavam 
dispostas entre duas paredes verticais, distanciadas de acordo com a figura. 
Sabendo que a vela 1 é totalmente consumida em um tempo t: e a vela 2 é 
totalmente consumida num tempo tz, determine a velocidade das sombras das 
velas na parede esquerda e na parede direita. 


0 (у 


| 

4 
| | 
| 
| h 

EN 
fı \ La 

* а —к4 b- > © t 


Questào 12 Questão 14 
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Questão 13 - Cavalos alinhados [11 a 14] 
Num jockey club, a corrida de cavalos é realizada numa pista composta por 
10 raias paralelas, retil(neas e equidistanciadas. Ao ser dada a largada, os 
cavalos das raias 1 e 6 disparam com velocidades V1 = 6 m/s e Ve = 11 m/s, 
respectivamente. 


E, 


Com que velocidade Va deve se deslocar o cavalo da raia 3 para que os três 
cavalos permaneçam alinhados durante toda a prova ? 


Questão 14 - $ - A sombra do pedestre [11 a 14) 
Um pedestre de altura h, movendo-se com velocidade constante v, passa 
exatamente sob um poste de luz de altura Н. Determine, a partir desse 
instante, a velocidade da sombra da cabeça do pedestre, projetada no chão. 


Questão 15 - é - Reduzindo após 2/3 

A e B são duas estações de uma estrada de ferro de linha dupla. Num dado 
instante, passa pela estação A um trem T: que se dirige para B com 
velocidade de 54km/h. Decorrido um certo intervalo de tempo, outro trem T2, 
que move-se a 72 km/h, passa por A rumo à estação B. O intervalo de tempo 
que separa as passagens de Т: e T2 pela estação A é tal que ambos passariam 
simultaneamente pela estação B. Entretanto, após ter percorrido 2/3 da 
distância que separa as duas estações, o trem Т: reduziu sua velocidade à 
metade e em consequência foi ultrapassado por Т2 num ponto situado 10 km 
antes da estação B. Determinar a distância entre as duas estações. 


Questão 16 - $ - O problema dos três turistas 

Três turistas, que possuem uma única bicicleta, movem-se ao longo de uma 
avenida reta, desejando ir do hotel ao centro turístico no menor espaço de 
tempo (o tempo é contado até que o último turista chegue ao centro). 
A bicicleta consegue transportar apenas duas pessoas de cada vez, a uma 
velocidade de 20 km/h e, por isso, o terceiro turista precisa começar o 
deslocamento a pé. O ciclista leva o segundo turista até um determinado 
ponto do caminho, de onde este continua a andar a pé, a uma velocidade de 
4 km/h, enquanto o ciclista regressa para transportar o terceiro. Se a distância 
do hotel ao centro turístico é de 8 km, determine: 


a) em quanto tempo conseguirão chegar ao centro turístico ? 


b) o segundo turista deverá ser transportado de bicicleta até faltar quantos km 
para chegar ao centro turístico ? 
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Questão 17 - é - Empresário na estação ferroviária 

Um empresário trabalha num banco que fica nos arredores da cidade. 
Diariamente, ao chegar à última estação ferroviária, um carro do banco 
transporta-o para o local de trabalho através de uma avenida reta (de mão 
dupla) que liga o banco à estação ferroviária. Certa vez, o empresário chegou 
à estação 1h antes do habitual e, sem esperar o carro, seguiu a pé rumo ao 
local de trabalho, fazendo o percurso habitual do carro . No caminho, 
encontrou-se com o veículo e chegou ao banco 20 min antes do horário de 
costume. Quanto tempo caminhou o empresário antes de se encontrar com o 
carro ? 


Questão 18 - é - Linha de bondes [18 a 22) 
Numa linha dupla que une duas estações A e B, movimentam-se bondes em 
ambos os sentidos, todos com a mesma velocidade constante em módulo, de 
forma que, de 15 min em 15 min, dois bondes se cruzam em cada estação. 
Admita que todos os bondes estejam (igualmente espagados$ entre si. Um 
observador passa por uma das estações e presencia o cruzamento de dois 
bondes; em seguida, segue com movimento uniforme uma trajetória paralela 
aos trilhos e chega à outra estação no instante em que dois outros bondes se 
cruzam. Incluindo os 4 bondes vistos nas estações, pelo observador 
passaram 22 bondes em todo o percurso AB, sendo que 7 bondes movendo- 
se no mesmo sentido e 15 bondes no sentido contrário ao observador. 


-M __ 


ErTUT. Era 
FS We. 


Pede-se determinar : 
a) quanto tempo cada bonde gasta para ir de A a B. 
b) quanto tempo o observador gasta para ir de A a B. 


Questão 19 - Linha de bondes generalizada [19 a 22] 


Numa linha dupla que une duas estações A e B, movimentam-se bondes em 
ambos os sentidos, com velocidades escalares constantes e iguais em valor 
absoluto, de forma que, de T em T minutos, dois bondes se cruzam em cada 
estação. Admita que todos os bondes estejam igualmente espaçados entre si. 
Um observador passa por uma das estações e presencia o cruzamento de dois 
bondes; em seguida, segue com movimento uniforme uma trajetória paralela 
aos trilhos e chega à outra estação no instante em que dois outros bondes se 
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cruzam. Durante a caminhada do pedestre, passaram por ele um total de p*q 
bondes, incluindo os 4 bondes vistos nas estações. Desse total de bondes, p 
deles moviam-se no mesmo sentido do pedestre e os outros q bondes 
moviam-se no sentido contrário. 

a) Quanto tempo cada bonde gasta parairde Aa B? 

b) Quanto tempo o observador gasta para ir de A a B ? 


Questão 20 - O guarda na linha de bondes [19 a 22] 
Um guarda caminha todos os dias ao longo de uma linha de bondes até uma 
estação ferroviária, retornando ao entardecer. No seu percurso de ida, 
percebeu ser ultrapassado pelos bondes que trafegam pela linha a cada seis 
segundos. Chegando à estação, o guarda sentou para almoçar e notou que 
os bondes passavam pela estação a cada T segundos. Já ao entardecer, 
caminhando no percurso de volta com a mesma velocidade usual, o guarda 
percebeu que agora os bondes passavam por ele a cada três segundos. 
Admitindo que os bondes trafeguem pela linha sempre com a mesma 
velocidade escalar o tempo inteiro, determine T: 


а) 3,5 ѕ 6) 45 с) 455$ а) 5s е) 5,5 ѕ 


Questão 21 é - А coluna de soldados [19 a 22] 


Uma coluna de soldados de 600 m de comprimento marcha ao longo de uma 
estrada com uma velocidade constante de 4,5 km/h. Na mesma direção da 
coluna, mas em sentido oposto, aproxima-se um oficial superior caminhando a 
uma velocidade constante de 3,0 km/h. Quando ele passa ao lado de cada 
soldado, ordena que estes se movam no sentido oposto. Cada soldado 
instantaneamente (tão logo recebe a sua ordem) inverte o sentido da sua 
marcha e continua com a mesma velocidade, mas no sentido oposto. Após 
algum tempo, toda a coluna está se movendo no sentido contrário. Determine 
o novo comprimento da coluna de soldados. 


Questão 22 - $ - O problema dos caças — Efeito Doppler [19 a 22] 


Pilotos de caça exercitam-se atirando em um alvo teleguiado. O caça percorre 
uma trajetória retilínea horizontal г com velocidade horizontal vc e sua 
metralhadora dispara uma sucessão de projéteis com velocidade vp, num 
ritmo de 1 projétil a cada T segundos. O alvo percorre a mesma trajetória 
retilínea г com velocidade va. Os projéteis percorrem sensivelmente a mesma 
trajetória retilínea r. Todas as velocidades são dadas em relação à Terra e 
são admitidas constantes. Determine o intervalo de tempo T' decorrido entre 
dois impactos sucessivos dos projéteis no alvo. 


caça 
Vc 
— 
—-- —® 0 m: j =. 
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Questão 23 - A roda dentada de Fizeau 

O esquema abaixo mostra um sistema constituido por dois discos idénticos 
solidários a um mesmo eixo horizontal que gira com velocidade angular constante 
«€. A distância entre os discos vale L. Cada disco trata-se de uma roda 
dentada, constituída por dentes igualmente espacados totalizando N dentes 
ao longo de toda a sua periferia. As rodas estáo encaixadas de forma que os 
dentes da roda 1 e da roda 2 se correspondem segundo retas horizontais 
paralelas ao eixo do sistema. Uma partícula, movendo-se em movimento 
retilíneo e uniforme com velocidade v, passa pelo vão de ordem О (zero) na 
roda 1 e, em seguida, passa pelo vão de ordem n na года 2. Determine a 
velocidade v da partícula em função de п, N, L, e о. Essa roda dentada foi 
usada na primeira determinação da velocidade da luz sem usar métodos 
astronómicos, pelo francés Hippolyte Fizeau em 1849. 


L 


Questão 24 - $ - Rodas que parecem estar paradas [24,25 e 26] 

Na tela de um cinena, vé-se uma carruagem em movimento. O raio das rodas 

dianteiras da carruagem е г = 0,35 m e o raio das rodas traseiras é 

R = 1,5.r. As rodas dianteiras tem №: = 6 raios. A câmera cinematográfica 

roda a fita com uma velocidade de 24 quadros por segundo. Considerando 

que as rodas da carruagem giram sem escorregamento, determine: 

a) a velocidade mínima da carruagem para que se tenha a impressão de que 
as rodas dianteiras da carruagem estão em repouso; 

b) o menor número de raios М2 que as rodas traseiras devem ter, a fim de que 
as mesmas também pareçam estar em repouso, para a velocidade da 
carruagem determinada no item a. 


Questão 25 - é - Rodas que parecem girar ao contrário [24,25 e 26] 


A figura mostra a roda de uma diligência usada num filme de bang-bang. 
A filmagem estava sendo projetada a uma taxa de 24 quadros por segundo e 
a diligência estava em disparada movendo-se para a direita, numa 
perseguição. Ainda assim as rodas davam a impressão de estarem girando 
para trás. Para que isso ocorra, as rodas podiam estar girando com qualquer 
frequência f (em Hz) no intervalo: 
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а) 2,0 <#<3,0 
Ы) 4,0 <#< 5,0 
с) 3,5 <#<4,5 
9) 6,5 <#<7,0 
е) 7,0<#<8,0 


Questão 26 - 6' - Rodas girando — ilusão de óptica [24,25 e 26] 


Um carro esportivo que usa rodas de magnésio com o aspecto mostrado na 
figura foi levado para fazer balanceamento. Lá chegando, as rodas foram 
encaixadas numa máquina que produz um giro de 900 RPM no sentido 
horário. Durante esse processo, a sala fica escura e uma làmpada 
estroboscópica pisca rapidamente com ита freqüéncia de 24 flashes por 
segundo. Durante esse processo, pergunta-se: 


a)As rodas parecerao girar no sentido horário ou „ К 
anti-horário ? "АР [> 
b) E vão girar com qual frequência aparente em RPM ? € . 


Questão 27 - $ - (ITA 91) - Problema da velocidade do vento. 


A figura representa a vista aérea de um trecho retilíneo de ferrovia. Duas 
locomotivas a vapor, A e B, deslocam-se em sentidos opostos com 
velocidades constantes de 50,4knvh e 72 km/h, respectivamente. Uma vez que 
AC corresponde ao rastro da fumaça do trem A, BC ao rastro da fumaça de B 
e que AC = BC, determine a velocidade do vento. Despreze a distància entre 
os trilhos de A e B. 


1360 m 


navio A navio B 


Questão 27 Questão 29 
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Questão 28 - $ 

Um barco a motor, que ia subindo um rio, encontrou uma balsa que se movia 
no sentido da correnteza. Após uma hora do encontro, o motor do barco 
parou. O conserto do motor durou 30 min e durante esse tempo o barco 
moveu-se livremente no sentido da corrente. Depois do conserto, o barco 
começou a se mover na direção da corrente, seguindo rio abaixo com a 
mesma velocidade relativa à água e encontrou a balsa a uma distáncia de 
7,5 km em relação ao primeiro encontro. Determine a velocidade da 
correnteza. 


a)5kmh  b)4 km/h c) 3 km/h d) 2 km/h e) 6 km/h 


Questão 29 - ф - Distância mínima entre dois móveis [29 a 31] 
A figura mostra em escala a velocidade vetorial de dois navios A e B que se 
movem com velocidade constante num oceano de águas paradas. Pede-se 
determinar qual a menor distáncia entre os navios durante essa travessia, 
em km. Cada célula quadrada tem lado 10 km 


Questão 30 - $ - Distância mínima entre dois móveis [29 a 31] 
Duas partículas 1 e 2 se movem com velocidades constantes v1 e v2 em 
trajetórias retilíneas perpendiculares entre si, se aproximando do ponto de 
cruzamento O. No instante t = 0, as partículas encontram-se a distáncias 
respectivamente iguais a L1 e L2 do cruzamento O. Determine: 

a) o instante em que a distância entre as partículas será mínima; 

b) a distància minima atingida. 


Questão 31 - Distância mínima entre dois móveis [29 a 31] 
No instante t = 0 s, uma canoa e uma lancha passam, respectivamente, pelos 
pontos A e B da água de um lago, movendo-se com velocidades constantes Vc e 
V. conforme mostra a figura. Determine qual será a mínima distância entre a 
canoa e a lancha e após quanto tempo elas estarão em tal situação. 

Dados: а = В = 60°, Мс = 40 km/h, М = 80 km/h, AB = 20 кт 


А Questão 31 В А Questào 32 B 


Questão 32 - $ 

Um torpedo é lançado do ponto А no instante em que o navio inimigo se 
encontra no ponto B e navega com velocidade Va = 50 km/h, numa direção 
que forma ângulo В = 30º com a direção AB. Sabendo que a velocidade do 
torpedo é Va = 100 km/h, determine o ángulo a com o qual ele deve ser 
lançado para atingir o alvo. Ambos se movem em movimento retilineo e 
uniforme. 
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Questão 33 - é - Velocidade relativa e a direção do vento 

Quando um trem viaja sobre trilhos retilíneos, de leste para oeste, a 
80 km/h, um passageiro no interior do trem sente o vento soprando do norte. 
Quando o trem passa a se mover a 20 km/h, o passageiro no interior do trem 
sente o vento soprando proveniente do nordeste, numa direção que forma 45º 
com o eixo leste-oeste. O prof. Renato Brito pede que você determine a 
velocidade do vento. 

Questão 34 (34 a 40] 
Um rio de margens paralelas tem uma correnteza de velocidade 6 m/s. Um 
piloto de uma lancha desejando ir de uma margem à outra, orienta o eixo do 
navio perpendicularmente às margens do rio e segue viagem, com o seu 
velocimetro indicando uma velocidade de 8 m/s. Se a distância de uma 
margem a outra é de 24 m, calcule: 

a) a rapidez da lancha em relação às margens do rio; 

b) o intervalo de tempo da travessia; 

c) a distância percorrida pela lancha; 

d) o deslocamento da lancha, rio abaixo. 


Questão 35 (34 a 40] 


Um avião com eixo orientado no sentido sul-norte, sobrevoa um aeroporto 
com velocidade de 120 km/h, em relação ar. O aerômetro do aeroporto 
registra um vento de 50 km/h, soprando no sentido oeste-leste. Calcule: 

a) a rapidez do avião em relação ao solo; 

b) a distância percorrida pelo avião em 2h de vôo. 


Questão 36 [34 а 40] 


A correnteza de um rio retilíneo e de margens paralelas tem velocidade de 

6 m/s. O piloto de uma lancha deseja atravessar de uma margem à outra do 

rio, partindo de um ponto e atingindo o ponto “diametralmente oposto”, na 

outra margem. Durante a travessia, a lancha desloca-se a uma rapidez de 

10 m/s em relação à água. Se a distância entre as margens é de 40 m, 

determine: 

a) a velocidade do barco em relação à terra; 

b) o ângulo que o eixo do barco deve fazer com a direção perpendicular às 
margens; 

c) o tempo que dura a travessia; 

d)se o piloto mudasse de idéia e, em vez de de querer atingir o ponto 
“diametralmente oposto”, desejasse chegar à outra margem no tempo 
mínimo, como deveria orientar o eixo da lancha; 

e) o tempo mínimo para essa travessia. 


Questão 37 [34 a 40] 
Um homem imóvel sobre uma escada rolante leva 1 minuto para ir do subsolo 
ao térreo de um shopping Center. Nos dias em que a escada rolante está com 
defeito, o homem sobe essa escada rolante caminhando do subsolo o térreo 
em 3 minutos. Quanto tempo o homem gastaria para fazer o mesmo percurso 
se ele caminhasse sobre a escada rolante funcionando normalmente ? 
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Questào 38 [34 a 40] 


Um avião, cuja velocidade em relação ao ar é v, viaja de Recife à Fortaleza 
num tempo T, quando nào há vento. Quanto tempo será gasto para essa 
mesma viagem, quando sopra um vento com velocidade и em relação ao 
solo, perpendicularmente à linha que liga as duas cidades ? 


Questão 39 [34 a 40] 


Uma lancha que desenvolve uma velocidade de 5 km/h em águas paradas 
atravessou um rio de água corrente de 1 km de largura, ao longo da trajetória 
mais curta possível, em 15 min. A velocidade da correnteza desse rio vale: 


a) 1 km/h b) 3 km/h c) 4 km/h d) 5 km/h е) 441 km/h 
Questão 40 [84 a 40] 


Um barco, com "propulsao" de 4 m/s, leva um tempo mínimo de 5 min para 
atravessar um rio, quando não existe correnteza. Num dia em que а 
correnteza tiver uma velocidade de 3 m/s, o mesmo barco levará, para 
atravessá-lo, no mínimo, quanto tempo ? 


Questão 41 - é - Travessia com velocidade mínima (41 a 44]. 
Um homem em uma lancha deve sair do ponto A e chegar ao ponto В, que se 
encontra na margem oposta do rio. A distáncia BC é igual a a. A largura do rio 
AC é igual a b. Com que velocidade mínima u, relativa á água, deve se mover 
a lancha para chegar ao ponto B ? A velocidade da correnteza é vo. 


с__а_в SEE" "MER TON 
b " — 
cai : 
A A 
Questào 41 Questão 42 


Questão 42 - $ [41 a 44] 


De um ponto A, situado na margem de um rio, é preciso chegar ao ponto B, 
movendo-se pela reta AB como na figura. A largura AC do rio vale 2 km, a 
distância BC é igual a 3 km e a velocidade desenvolvida pela lancha em relação 


à água vale u = 5 km/h. Sabendo que a velocidade da correnteza vale 
v=3 km/h, determine a duração da travessia. 


Questão 43 - é - Travessia com vento na bandeira [41 a 44] 


Uma lancha sai do ponto A da margem de um rio com correnteza e navega na 
direção AB, que forma um ângulo a com a margem, até atingir o ponto B na 
margem oposta como na figura. А distância entre as margens do rio vale L. 
Durante a travessia, o vento sopra com velocidade u perpendicular às 
margens, fazendo com que a bandeira da lancha aponte numa direção que 
forma um ángulo В com a direção AB. Determine a duração da travessia. 
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Questão 43 Questão 44 


Questão 44 - $ [41 a 44] 
Uma lancha sai do ponto A da margem de um rio com correnteza e navega na 
direção AB, que forma um ángulo а com a margem, até atingir o ponto В na 
margem oposta como na figura. A distáncia entre as margens do rio vale L. 
Durante toda a travessia, a lancha aponta numa direção que forma um ângulo 
В com a margem do rio. Sabendo que a travessia total dura um tempo At, 
determine a velocidade u da correnteza. 


Questão 45 - é - Biatlon Otimizado [45. 46] 
Um banhista localizado no ponto А da margem de um lago deve chegar ao 
ponto D da margem oposta no menor intervalo de tempo possível. Correndo 
pela margem, o banhista desenvolve uma velocidade уз = 5 m/s, ao passo que, 
nadando através do lago, sua velocidade cai para v2 = 3 m/s. 


margem D 
D 
2 » 
água : y 
f 4m Pd 
^ È 
Y 
A B с je | 
4 
+ 13 т —— ——» en cê еб en 
margem A ; o2 "B 3 С 
Questào 45 Questão 46 


а) Рага atingir о seu objetivo, como deve proceder o banhista ? Nadar 
diretamente pelo trajeto AD ? Ou correr até o ponto C e, em seguida, nadar 
o trecho CD ? Ou correr uma distância AB e, em seguida, nadar o trecho 
BD ? 

b) Qual o mínimo tempo gasto nessa travessia (sem derivadas, claro &) ? 


Questão 46 - $'- Off Road [45. 46] 
A partir de um ponto A situado numa estrada asfaltada, um homem deve ir de 
carro até um ponto D situado no terreno arenoso a uma distância L da 
estrada, no mínimo intervalo de tempo. Assuma que a velocidade do carro na 
estrada asfaltada é n vezes maior (n » 1) do que a velocidade dele através do 
terreno arenoso. A que distáncia do ponto C o motorista deve sair da estrada 
rumo ao ponto D ? 


16 Fundamentos de Mecánica 


Questão 47 - é - Travessia otimizada de uma avenida [47, 48] 
Numa avenida retilinea de largura c, trafegam carros com velocidade constante v. 
A largura dos carros vale b e a distância livre entre dois carros consecutivos 
sempre vale a. Um pedestre, movendo-se em trajetória retilínea, deseja 
atravessar essa avenida com a menor velocidade constante possível, sem ser 
atropelado O. 


а) Qual a menor velocidade possivel para essa travessia ? 


b) Nas condições do item a, quanto tempo o pedestre gastará para atravessar 
essa avenida completamente ? 


Questão 48 - $ - Travessia otimizada de uma avenida [47, 48] 


Um caminhão de 2 m de largura está se movendo a 8 m/s ao longo de uma 
estrada retilinea e estreita. Um pedestre começa a atravessar a estrada em 
movimento uniforme com velocidade v quando o caminhão se encontra a 
4 m de distância. Determine: 


8 m/s 


LK 4 т> 


а) o menor valor de v рага que о homem consiga atravessar а avenida em 
segurança; 


b) a tangente do ángulo a formado entre a direção a ser seguida pelo homem 
e a margem da estrada. 


Questão 49 - ф - Perseguição de lanchas 

Da margem retilinea do porto do Pecém, partem duas lanchas А e B, que se 
encontram a uma distância inicial d = 6 km uma da outra como na figura. 
A lancha A se move numa trajetória perpendicular à margem, ao passo que a 
lancha B, desde o instante inicial, tomou um caminho constantemente dirigido 
à lancha A, tendo em cada momento a mesma velocidade da lancha A. 
Mantendo-se no encalço da primeira lancha durante muito tempo, a segunda 
lancha acabará em movimento retilíneo, acompanhando o movimento da 
primeira lancha, a uma certa distância constante atrás dela. Determinar essa 
distância. 
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Questão 50 - & - Three Crazy Turtles [50, 51] 
Trés tartarugas encontram-se nos vértices de um triángulo equilátero de lado 
L. Simultaneamente, elas começam a se movimentar com uma velocidade V, 
sendo que a primeira se dirige em direção à segunda, a segunda em direção 
à terceira e a terceira, em direção à primeira. 

a) Após quanto tempo as tartarugas vão se encontrar ? 

b) Qual a distância percorrida por uma tartaruga qualquer nesse episódio ? 


A A у 
| у Ма ане 
а ^ B 
A 
| ү 
L éB 
Questão 49 Questào 50 
Questão 51 - Four Crazy Turtles [50. 51] 


Quatro tartarugas encontram-se nos cantos de um quadrado de lado a. 
Simultaneamente, elas começam a se movimentar com uma velocidade 
constante em grandeza v, sendo que a primeira se dirige em direção à 
segunda, a segunda em direção à terceira, a terceira em direção à quarta e a 
quarta em direção à primeira. 

a) Após quanto tempo as tartarugas vão se encontrar ? 

b) Qual a distância percorrida por uma tartaruga qualquer nesse episódio ? 


A teoria sobre Centro de Rotaçao instantâneo está diluida 
ao longo das questões 52 a 58 a seguir 


Questão 52 - $ TEORIA SOBRE CENTRO INSTANTÁNEO DE ROTAÇÃO [52 a 58] 
Uma roda de raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal, com o seu 
centro se movendo a uma velocidade V em relação ao solo (veja figura). 
Determine a velocidade dos pontos A, B, C e D em relação ao solo. 

B 


Questão 52 Quesião 53 
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Questão 53 [52 a 58] 


Uma roda de raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal, com o seu 
centro O movendo-se a uma velocidade V em relação ao solo (veja figura). 
O contato com o solo é feito por meio de um volante de raio r < R. Determine 
a velocidade dos pontos A, B, Ce D. 


Questão 54 - $ [52 a 58] 
Uma roda de centro O e raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal 
estando seu centro O animado de velocidade У em relação à Terra. 


a) Determine as velocidades dos pontos P e Q indicados na figura em relação 
ao solo. 


b) Qual a posição do ponto Q da roda que se move com máxima velocidade ? 


ON 


Questão 54 Questão 55 


Questão 55 - $ [52 a 58] 


O esquema representa um carretel de linha sendo puxado sem escorre- 
gamento sobre um plano horizontal. No instante considerado, a extremidade 
da linha tem velocidade horizontal v = 10 cm/s para a direita, em relação ao 
solo (veja figura). Se o comprimento desenrolado da linha vale L, quanto 
tempo levará para que essa linha esteja totalmente enrolada no carretel ? 
Dado: R = 40 cm, r=30 ст, L= 120 cm. 


Questão 56 - $ [52 a 58] 
Duas tábuas A e B movem-se respectivamente com velocidades Va e Vs em 
contato com uma tora cilíndrica como indica a figura. Admitindo que Va > Va e 
que não ocorre deslizamento entre as tábuas e o cilindro, determine a 
velocidade Vc do centro da tora. 

Va VA 
þv- Y 
Ve Vc é A 


Questão 56 Questão 57 
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Questão 57 [52 a 58] 
Um cilindro de madeira de 4 cm de diâmetro rola sem deslizar entre duas 
tábuas horizontais móveis A e B, como mostra a figura. Em determinado 
instante, a tábua A movimenta-se para a direita com velocidade de 40 cm/s e o 
centro do cilindro move-se para a esquerda com velocidade de 10 cm/s. 
Determine o sentido e o valor da velocidade da tábua B nesse instante. 


Questão 58 [52 a 58] 
As rodas solidárias de raios r= 4 cm e R = 6 cm rolam sem deslizar sobre as 
placas A e B, que estão se movendo em sentidos contrários, como mostra a 
figura. Se Va = 10 cm/s para a direita e Va = 5 cm/s para a esquerda, 
determine as velocidades Vo e Vr, respectivamente, do centro O e do ponto Р. 


Questão 58 Questão 59 


Questão 59 - é (Leia o Apêndice 11 sobre Rolamentos) 

A figura mostra um carretel de raio interno r e raio externo R que rola sobre 

um solo horizontal sem deslizar. Um cordão que encontra-se enrolado no 

carretel é mantido tracionado apontando numa direção que forma um ângulo 

a com a horizontal, imprimindo ao ponto A da periferia do carretel uma 

velocidade cuja componente tangencial vale V. 

a) Determine a velocidade de translação horizontal do carretei ao longo do 
solo; 

b) Para quais valores de a o carretel transladaria para a esquerda ? 

c) Com qual velocidade o trecho AB do cordão vai diminuindo de tamanho, à 
medida em que o carretel vai rolando para a direita ? 

d) Se num certo instante o comprimento AB do cordão vale L, quanto tempo 
depois esse segmento AB estará completamente enrolado no carretel ? 


Questão 60 - $ - Lançamento oblíquo no rolamento [52, 60. 61] 
Uma roda de raio R gira uniformemente por uma superfície horizontal, sem 
que haja deslizamento (veja figura). Do ponto A da roda se desprende uma 
gota de barro. Com que velocidade move-se a roda, se a gota, após se 
deslocar no ar, volta a cair no mesmo ponto A da roda, após esta ter dado n 
voltas ? Despreze a resistência do ar. 
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WAT ERU E а e 


Questão 60 Questão 62 


Questão 61 - é - Lançamento oblíquo no rolamento assimétrico 152, 60, 61] 
As rodas dianteiras e traseiras de um carro tem raios a e b respectivamente 
(com b > a) e a distância entre os eixos das rodas vale c. Quando o carro 
encontra-se em movimento, uma pedrinha enganchada na roda traseira é 
arremessada do ponto mais alto dessa roda e cai exatamente sobre o topo da 
roda dianteira. Se a gravidade local vale g, determine a velocidade desse 
zarro. 


questão 62 - é - Problema da escada apoiada [62 a 69] 
y figura mostra uma escada rigida que escorrega apoiada numa parede 
vertical. Num certo instante, a extremidade inferior da escada tem velocidade 
horizontal v perpendicular ao plano vertical da parede e a escada tem inclinação a 


em relação à parede. Determine a velocidade vertical da extremidade superior 
da escada no referido instante. 


Questão 63 [62 a 69] 
A figura mostra dois colares A e B, que podem deslizar ao longo de duas 
barras fixas em ángulo reto, conectados entre si por uma haste metálica de 
comprimento L = 13 cm. Sabendo que o colar B está subindo em movimento 
uniforme com velocidade Vy = 24 cm/s, pede-se determinar a velocidade Vx 
do colar A no instante em que x = 12 cm. 
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Questão 64 - ф - O problema das três formigas {62 a 69] 
A figura mostra um fragmento de casca de árvore com o formato de um 
triángulo equilátero ABC, que está sendo carregado por três formigas 
A, Ве С, respectivamente, localizadas nos vértices desse triángulo. As 
formigas movem-se num plano horizontal. O prof. Renato Brito conta que, 
num certo instante, a velocidade V da formiga A aponta na direção AB, ao 
passo que a velocidade da formiga C aponta na direção BC, como mostra a 
figura. Determine as velocidades das formigas В е С, no referido instante, em 
função de V. 


B V 
А С 
V 
/ с 
F. D B 
Questão 64 Questão 65 
Questão 65 - $ - O problema das quatro formigas [62 a 69] 


A figura mostra um fragmento de casca de árvore com o formato de um quadrado 
ABCD, que está sendo carregado por quatro formigas A,B, C e D, 
respectivamente, localizadas nos vértices desse quadrado. As formigas 
movem-se num plano horizontal. O prof. Renato Brito conta que, num certo 
instante, a velocidade V da formiga A aponta na direção AC, ao passo que a 
velocidade da formiga B aponta na direção AB, como mostra a figura. Determine 
as velocidades das formigas В, С e D, no referido instante, em função de V. 


Questão 66 - $' - Problema da rotação da barra 162 a 69] 


Uma barra de comprimento L gira de forma que, num certo instante, suas 
extremidades apresentam velocidades respectivamente iguais a Va e Va 
perpendiculares à barra como na figura. Qual a velocidade angular œ da barra no 
referido instante ? 


| q NOR L 
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Questão 66 x Questões 67 e 68 
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Questão 67 - $ - Problema da rotação + translação da barra [62 a 69] 


Uma barra de comprimento L se move de forma que, num certo instante, suas 

extremidades apresentam velocidades iguais a Va e Ve formando 

respectivamente ángulos a e В com o eixo da barra como mostra a figura. 

Parte 1: interpretando o movimento da barra como sendo um movimento de 

translação superposto a um movimento de rotação simples, determine: 

a) a relação entre as velocidades Va e Ve, tendo em vista o movimento de 
translação da barra; 

b) a distância AO, onde O é o centro de rotação simples da barra localizado 
sobre a própria barra; 

c) a velocidade angular w da barra nesse instante nessa rotação simples em 
torno do ponto O; 

Parte 2: interpretando o movimento da barra como sendo, naquele instante, 

um movimento de rotação pura em torno de um centro de rotação instantâneo 

О’ localizado fora da barra, determine: 

d) a distância desse centro de rotação instantâneo O' até a barra, ou seja, a 
distância OO"; 

e) a velocidade angular o' da barra nessa rotação pura instantânea em torno 
de O”. 


Questão 68 - Problema da rotação + translação da barra [62 a 69] 
Uma barra de comprimento L = 20 m se move de forma que, num certo 
instante, suas extremidades apresentam velocidades iguais a Va = 30 m/s e 
Vs formando respectivamente ângulos a = 37? e В = 53? com o eixo da barra 
como mostra a figura. (sena = cos = 0,6; senf = cosa = 0,8). 


Parte 1: interpretando o movimento da barra como sendo um movimento de 

translação superposto a um movimento de rotação simples em torno de um 

centro O localizado sobre a barra, determine: 

a) a velocidade Vs da extremidade B da barra; 

b)a distância у = OB, onde O é o centro de rotação simples da barra 
localizado sobre a própria barra; 

c) a distância x = AO; 

9) a velocidade angular œ da barra nesse instante nessa rotação simples em 
torno do ponto O; 

e)a velocidade Vm do ponto M, o ponto médio da barra. Ela pode ser 
determinada pela resultante vetorial (Pitágoras) entre a velocidade de 
translação > e a velocidade de rotação Y de М em torno do centro O; 


Parte 2: interpretando o movimento da barra como sendo, naquele instante, 
um movimento de rotação pura em torno de um centro de rotação instantâneo 
О’ localizado fora da barra, determine: 


f) a distância desse centro de rotação instantâneo O' até a barra, ou seja, a 
distância c = OO”; 
9) a distância a = O'A; 
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h) a distáncia b = O'B; 

i) a distância m = O'M; 

j) verifique se os valores determinados anteriormente satisfazem a ге!асао 
Va Va My, 


a “+ m 
Ya 18 E o fornecem a velocidade angular œ do 


movimento de rotação pura instantânea da barra em torno do ponto O”. 
Quanto vale essa velocidade angular w' ? 


k) os quocientes 


Questão 69 - é - Problema da barra deslizante [62 a 69] 
A figura mostra uma barra AB rígida de comprimento L apoiada sobre duas 
rampas de inclinações a e B com a horizontal. Num certo instante, a barra AB 
está formando um ángulo Ө com a superfície da rampa esquerda e está 
escorregando ao longo dessa superfície com velocidade V. Nesse referido 
instante, determine: 

a) a velocidade de escorregamento da extremidade B da barra; 

b) a velocidade angular da barra. 


Questão 70 - $'- Cone de Mach (Não deixe de ler a resolução dessa questão) [70 a 74] 


A figura ilustra as frentes de onda esféricas emitidas por um caça supersônico 
da FAB, que se movimenta para a direita, ao longo da reta r, com velocidade 
horizontal constante. Sendo 340 m/s a velocidade de propagação do som nas 
condições da experiência e, а = 30º, o prof. Renato Brito pede que você 
determine a velocidade de vôo desse caça supersônico. 


/ X | T Se 
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Questão 71 - é - Cone de Mach [70 a 74] 
Um avião voa horizontalmente a uma velocidade V. Um observador ouve o 
barulho do aviáo T segundos após o aparelho ter passado sobre a sua 
cabeça. Se a velocidade do som no ar vale C, o prof. Renato Brito pede que 
vocé determine a que altura H voava a aeronave. 


Questão 72 - $'- Cone de Mach [70 a 74] 
Um piloto da AFA participava de um treinamento em solo, quando um caça 
supersônico, voando em movimento uniforme em trajetória horizontal, passou 
exatamente sobre a sua cabeça. O ruído emitido pelo avião, entretanto, só foi 
ouvido pelo observador seis segundos após a passagem do avião sobre a sua 
cabeça. 


—M —— л. 


Tão logo percebeu о ruído, o observador apontou рага a direção de onde 
julgava estar vindo o ruído da aeronave, direção essa que fazia um ângulo 
a = 37? com a vertical. O prof. Renato Brito pede que você determine: 

a) a velocidade do caça supersônico; 

b) a altura H em que o avião se encontrava. 


Dados: Velocidade do som no ar = 330 m/s, sen37º = 0,6, cos 37º = 0,8. 


Questão 73 - Cone de Mach [70 a 74] 
Um avião саса da força aérea passou voando em trajetória horizontal a 
3300 m de altitude sobre um bairro residencial, desenvolvendo uma 
velocidade supersônica de 550 m/s. No exato instante em que um observador 
em terra ouviu o ruído emitido pelo caça, se deu conta de que a aeronave já 
havia passado exatamente sobre sua cabeça e rapidamente estimou que, 
naquele instante, a aeronave já estava a 5500 m de distância dele. 

a) O ruído emitido pelo avião só foi ouvido pelo observador quanto tempo 

após a aeronave ter passado exatamente sobre sua cabeça ? 
b) Qual a velocidade de propagação do som nesse episódio ? 


Questão 74 - Cone de Mach [70 a 74] 
Um avião voa horizontalmente a uma altura h sobre a superfície da Terra, a 
uma velocidade supersónica. O ruído da turbina da aeronave só é ouvido por 
um observador na Terra depois de decorrido um tempo T da passagem do 
jato sobre a sua cabeça . Determine a velocidade do avião V, em função da 
velocidade do som vs, h e T. 
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Questão 75 - $ 

Um trem deve partir de uma estação A e parar na estação B, distante 4000 m de 
A. A aceleragáo e a desaceleracáo podem ser, no máximo, de 5,0 m/s?e a 
maior velocidade que o trem atinge é 20 m/s. Determine o tempo mínimo para 
о trem completar o percurso de A a B, em segundos. 


Questão 76 - $ - Método da gravata [76 a 78] 
No instante inicial (t = О), dois móveis A e B passam por um mesmo ponto 
movendo-se sobre uma mesma trajetória retilínea, de acordo com o gráfico. 
Assim, o prof. Renato Brito pede para vocé determinar o instante em que os 
móveis voltaráo a se encontrar novamente. 


Questão 77 - é - Método da gravata [76 a 78] 
Quando o sinal vermelho passa a verde, um Porshe, que vem de trás, cruza o 
semáforo e prossegue seu movimento com velocidade constante. No mesmo 
instante, um Mondeo, que se encontrava parado no sinal, parte acelerando 
uniformemente, movendo-se ao encalço do Porshe. Sua aceleração é tal que 
a distância que o separa do Porshe, ao atingir a metade da velocidade deste, 
vale 3d. O prof. Renato Brito pede que você determine a distância total 
percorrida pelo Mondeo até cruzar o Porshe, em função de d. 


V(m/s) 
| velocidade 

A 

— 
B 

" ts) 
tempo 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 
Questão 76 Questào 78 
Questão 78 - (FUVEST) [76 a 78] 


O gráfico da figura representa a velocidade de dois carros que se movem 
sobre uma теста trajetória retilínea. Se os carros partem do mesmo ponto 
no instante t = 0, voltaráo a se encontrar em qual instante ? 


Questão 79 

O gráfico V x t da figura representa a velocidade de duas pequenas esferas 
que se deslocam sobre uma mesma trajetória retilinea, em direção a uma 
rampa. Pede-se determinar: 

a) a distância entre as esferas, antes de subirem a rampa; 

b) a distância entre as esferas, após terem atingido o piso superior. 


Questão 80 - 4 - Velocidade mínima para alcançar [80. 81] 
Um móvel A partiu do repouso, em MRUV, animado de aceleração a = 8 m/s?. 
Um segundo depois, parte do mesmo ponto outro móvel B, em MRU, com 
velocidade v. Qual o menor valor de v de forma que B ainda consiga alcançar À ? 
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| V(m/s) 


^ ө I NEIN 


cade 


Questão 81 - Correndo para não perder o trem [80, 81] 

Um passageiro corre à velocidade máxima de 8 m/s para pegar um trem. 

Quando está à distáncia d da porta de entrada, o trem principia a rodar com a 

aceleração constante a = 1,0 m/s?, afastando-se. 

a) Se а = 30 m e se o passageiro continua a correr, conseguirá ou não pegar 
o trem? 

b) Para que distância crítica Derr o homem ainda conseguiria alcançar a porta 
de entrada ? 

c) Qual será a velocidade do trem, quando o passageiro alcançar a sua porta 
nas condições do item b. 


Questão 82 - $ 
Um móvel que se desloca ao longo do eixo x V2(m?/s?) 
inicia um processo de frenagem ao passar 
pela posição x = О no instante t = O s, 
movendo-se de acordo com o gráfico a seguir. 
O prof. Renato Brito pede que vocé determine: 
a) a aceleração do móvel emt = 2s; 

b) a distância que ele percorre durante todo o 

processo de frenagem; 
с) о instante t em que o móvel рага. 


Questão 83 


Um carro parte do repouso e se move com aceleração escalar constante a durante 
um certo tempo, depois do qual ele passa a retardar com aceleração constante de 
módulo f até parar. Se o tempo total gasto no percurso vale t, determine: 

a) a distância total percorrida pelo carro; 

b) a velocidade máxima atingida por ele. 


Questão 84 - Bala penetrando o alvo 

Uma bala, ao atingir um alvo fixo com uma velocidade inicial u, perde uma 
fração u/n da sua velocidade após ter penetrado uma distância d no interior do 
alvo. Qual distância adicional a bala ainda irá percorrer no interior do alvo até 
parar ? 


Questão 85 - $ з 
Dois carros iniciam uma corrida пита estrada retilínea, partindo de uma 
mesma posição, com velocidades iniciais iguais a vı e vz e acelerações 
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escalares constantes respectivamente iguais a a1 e az. Sabendo que eles 
atingem a linha de chegada simultaneamente, determine o comprimento 
dessa pista de corrida. 


Questão 86 - é - Problema das acelerações sucessivas 

Um percurso de comprimento d é dividido em n partes iguais. Ao final de cada 
parte, a aceleração do móvel sofre um aumento а/п, onde a é a sua 
aceleração inicial dele ao partir do repouso do início desse percurso. Assim, 
após percorrer todo esse percurso, qual a velocidade atingida pelo móvel ? 


Questão 87 - $ - Lançando para cima [87, 88] 
Um garoto na calçada de um apartamento lança verticalmente para cima uma 
bola com velocidade inicial desconhecida no instante t = Os. Uma senhora, 
que está a uma altura H do solo, presencia a passagem da bola pela sua 
janela nos instantes t4 e t? . Determine quanto vale a асе!егасао da gravidade 
local g em função de ty, t2 e H. 


Questão 88 - $ - Lançando para cima de novo [87. 88] 
Um garoto na calçada de um apartamento lança verticalmente para cima uma 
bola com velocidade inicial desconhecida no instante t = Os. Uma senhora que 
está a uma altura H do solo, presencia a passagem da bola pela sua janela 
nos instantes t4 e t2 . O prof. Renato Brito pede para você determinar quanto 
vale a velocidade inicial Vo com que a bola foi lançada, em função de ty, t2 e H. 


Questão 89 - é - Fração 1/n na queda livre {89 a 92] 
Abandona-se um corpo do repouso num campo gravitacional uniforme. Em 
sua queda livre, о móvel percorre uma certa fração 1/n da altura total da 
queda durante o último segundo. Determine o tempo de queda do móvel. 


Questão 90 - $ - O n-ésimo metro de uma queda livre [89 a 92] 
Qual o tempo necessário para um corpo, abandonado do repouso, em queda 
livre, percorrer o n-ésimo metro do seu trajeto ? 


Questão 91 - $ - O n-ésimo segundo de um MUV [89 a 92] 
Um móvel tem movimento uniformemente acelerado com velocidade inicial Vo 
e aceleração a. Determine a distância percorrida pelo móvel no n-ésimo 
segundo do movimento. 


Questão 92 - $ [89 a 92] 
Um corpo, animado de movimento retilíineo uniformemente retardado com 
aceleração escalar de módulo a, passa por um ponto А com certa velocidade 
inicial e retarda uniformemente até parar num ponto B, tal que a distância AB 
vale d. Sabendo que a distância percorrida por ele no ultimo segundo do 
movimento vale d/n (com n > 1), determine: 

a) a distância d; 

b) a velocidade inicial. 
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Questão 93 - é 


Dois corpos são atirados de baixo para cima, a partir do solo, com a mesma 
velocidade inicial Vo num local onde a gravidade vale g. Calcular quanto deve 
ser o intervalo de tempo decorrido entre o lançamento do primeiro e do 
segundo corpo para que este encontre aquele a uma altura H do solo. 


Questão 94 - $ 


Uma pedra é abandonada do alto de um penhasco e n segundos depois, 
outra pedra é arremessada verticalmente pra baixo com velocidade u. A que 
distância do topo do penhasco a segunda pedra alcançará a primeira ? 
A gravidade local vale д. 


Questão 95 - $ 


Uma bomba, ao explodir a uma certa altura, lança verticalmente dois 
fragmentos com velocidades iguais em módulo, mas de sentidos opostos. 
Adote д = 10 m/s? e despreze a resistência do ar. O tempo que decorre entre 
a chegada de cada fragmento ao solo é de 6 s. Determine a velocidade com 
que os fragmentos foram expelidos, inicialmente. 


Questão 96 - $ - ITA 2006 - À beira do precipício [96. 97] 


А borda de um precipício de um certo planeta, no qual se pode desprezar а 
resistência do ar, um astronauta mede o tempo tı que uma pedra leva para 
atingir o solo, quando abandonada de uma altura H, como mostra a figura. 
А seguir, ele mede o tempo 12 que uma pedra também leva para atingir o solo, 


após ser lançada para cima até uma altura h, como mostra a figura. 
Determine a altura Н em função de t4, t2 e h. 


altura 


apu es e 


tempo 


Questão 96 


Questão 98 
Questão 97 [96, 97] 


Um corpo langado verticalmente para cima do alto de uma torre atinge o solo 
após tı segundos. Se esse mesmo corpo for lançado com essa mesma 
velocidade mas verticalmente para baixo, atinge o solo após tz segundos. 


Se esse corpo for apenas abandonado do repouso, dessa mesma altitude, 
atingirá o solo após quantos segundos ? 


1 Cinemática Geral 29 


Questão 98 - 4 - Medindo a gravidade em Sobral ** 

No Laboratório Nacional de Física de Sobral, o prof. Ricardo Bastos realizou 
uma experiência a fim de medir a gravidade g atirando verticalmente para 
cima uma bola de vidro em um tubo sem ar e deixando-a retornar. O gráfico 
da altura da bola em função do tempo está representado na figura. Seja At, o 
intervalo de tempo entre duas passagens consecutivas da bola pelo nível 
superior, Atz o intervalo de tempo entre duas passagens consecutivas da bola 
pelo nível inferior e h a distáncia entre dois níveis. Determine o valor de g 
obtido no laboratório, em função de H, At: e Atz. 


Questão 99 - $ - As proporções de Galileu para a queda livre [99 a 104] 
Galileu Galilei foi um dos primeiros cientistas a utilizar o método científico para 
estudar a queda dos corpos. Sobre esse movimento, considere o conjunto de 
fotografias, tiradas em intervalos de tempos iguais, que mostram o deslocamento 
em queda livre de um móvel, a partir do repouso. 


Um dos princípios que Galileu estabeleceu para a queda dos corpos diz que 
valem as seguintes proporções entre as medidas na fotografia: 


Di as A Ag LA Xi. Уг _ Уз Ya. Yo 
1.4 9 16" nê 1 3 5 7 2п-1 


A partir do gráfico V x t para a queda livre, verifique que as proporções de 
Galileu para a queda livre são verdadeiras. As questões a seguir são 
facilmente solucionadas utilizando-se essas proporções. 


' ©) velocidade 
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Questão 100 - ф - As proporções de Galileu para a queda livre [99 a 104] 
Num edificio pode-se notar um aparelho de ar-condicionado instalado a 80 m 
de altura. Esse aparelho goteja água periodicamente, em intervalos de 
tempos iguais. Percebe-se que a 1º gota atinge o solo no exato momento em 
que a 5º gota se desprende. O prof. Renato Brito pede para você determinar, 
no referido instante, a distância que separa a 3º e a 4º gota. 


a)25m Б) 45 т c) 30m d)15m e)50m 
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Questão 101 - As proporções de Galileu para a queda livre [99 a 104] 
A torneira do chuveiro da Claudete está mal fechada e, por isso, goteja 
água periodicamente em intervalos de tempos iguais. A figura mostra o exato 
momento em que uma gota está se desprendendo e outras 3 gotas já estão 
em queda livre. Se a distância indicada na figura vale 20 cm, então as 
distâncias x e y valem, respectivamente: 

a) 4 cm, 15 cm 

b) 4 cm, 12 cm 

c) 6 cm, 15 cm 

d) 6 cm, 12 cm 

e) 9 cm, 15 cm 


Questão 102 - As proporções de Galileu para a queda livre [99 a 104] 
Uma rampa possui uma extensáo de 64 m. Determine cada uma das 
sucessivas distâncias x1, X2, хз e x4 percorridas em intervalos de tempos 


iguais por uma bola de sinuca abandonada do repouso do ponto mais alto da 
rampa. 


4X1 
| ` LX 
— d Z 
3 e " X3 
ч. 
Ox 

Y 
o 

Questão 101 Questão 102 

Questão 103 - (Olimpíada de Física da Bolívia) [99 a 104] 


Deixa-se cair, a partir do repouso, cinco esferinhas intercaladas por intervalos 
de tempos iguais, desde o topo de um edifício de altura H num local onde 
9 = 10 m/s?. Quando a primeira esferinha atinge o solo, a quinta está iniciando 
a sua queda e, nesse instante, a distáncia entre a segunda e a terceira 
esferinha vale 5 m. A altura H vale: 


a)5m b)10m c)16m d)20m e)24m 
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Questão 104 - é - As proporções de Galileu para a queda livre [99 a 104] 
Num planeta onde a gravidade vale g, pingam gotas de água do alto de um 
prédio de altura H, em intervalos de tempos iguais. No instante em que a 
1? gota que se desprendeu atinge o solo, a N-ésima gota comega a cair. 
Determine, nesse instante, a altura em que se encontra a k-ésima gota, 
medida em relação ao solo. 


Questão 105 - $ - As proporções de Galileu na subida [105 a 108] 


A partir das proporções de Galileu, verifique que quando um corpo é lançado 


verticalmente para cima num campo gravitacional uniforme g, as distâncias 
que ele percorre durante o ültimo segundo da subida, durante o penültimo 
segundo da subida, durante o antepenültimo segundo da subida etc. são 
numericamente iguais a 1.9/2, 3.0/2, 5.g/2, ... etc. 


Questão 106 - 4 - As proporções de Galileu na subida [105 a 108] 
Em Cajúpiter, onde a gravidade vale g, Juquinha jogou uma pedra verticalmente 
para cima e esta levou 4 s para atingir a altura máxima. Sabendo que a pedra 
percorre 6 m durante o penúltimo segundo do movimento de subida, o prof 
Renato Brito pede que você determine : 


a) a gravidade nesse planeta; 
b) a distância percorrida pela pedra no último segundo da subida; 
c) a velocidade inicial com que juquinha jogou a pedra para cima. 


Questão 107 - $ - As proporções de Galileu na subida [105 a 108] 


Em Cajúpiter, onde a gravidade vale g, Júlio Sousa jogou uma pedra 
verticalmente para cima e observou que, durante o penúltimo segundo do 
movimento de subida, ela percorre uma distância vertical 8 m maior que a 
distância percorrida durante o último segundo da subida. Desprezando a 
resistência do ar, a gravidade nesse planeta vale : 


a) 2 m/s? b) 4 m/s? c) 6 m/s? d) 8 m/s? e) 12 m/s? 


Questão 108 - As proporções de Galileu na descida [105 a 108] 
Uma pequena esfera foi abandonada do repouso, de uma altura h em relação 
ao solo num local onde g = 10 m/s?. Sabendo-se que, durante o último 
segundo da queda, a esfera percorreu uma distância de 35 m, determine: 

8) a velocidade com que ela chegou ao solo; 

b) a altura h. 


Questão 109 - $ [109, 110] 
Um projétil é disparado obliquamente, formando um ángulo a com a 
horizontal, passando por uma altura máxima de 20 m e atingindo um alcance 
A. Duplicando-se o ángulo de disparo, sem mudar a velocidade inicial de 
lançamento, o projétil atinge o mesmo alcance A. Determinar a altura máxima 
atingida pelo projétil, nesse ültimo disparo. 


32 Fundamentos de Mecánica 


Questão 110 [109, 110] 


Um projétil é lançado obliquamente, formando um ângulo a com horizontal, 
passando por uma altura máxima H e atingindo um alcance A. Duplicando-se 
o ângulo de disparo, sem mudar a velocidade inicial de lançamento, o projétil 
tem o mesmo alcance A de antes mas, agora, atinge uma altura máxima 


20 m maior do que antes. Determine a altura máxima atingida pelo projétil 
nesse último disparo. 


Questão 111 - $ 


Quando lançado em um ángulo а com a horizontal, um projétil cai a uma 
distância a antes do alvo, enquanto, quando lançado em um ângulo f, ele cai 


a uma distância b após o alvo. Qual o ângulo 6 com o qual ele deve ser 
lançado para que atinja o alvo ? 


Questão 112 - é - Lançamento com chegada perpendicular 

Determine a velocidade horizontal com que deve ser arremessada uma pedra, 
a partir de uma altura h acima do pé de uma rampa, a fim de que a pedra 
colida com a rampa perpendicularmente a sua superfície cuja inclinação em 
relação a horizontal vale a. A gravidade local vale g. 


Vo 


a 


Questáo 112 


Questóes 113 e 114 


Questão 113 - $ - Desligando a gravidade [113 a 116] 
Um caçador mira sua arma exatamente na direção em que se encontra um 
macaco, apoiado num galho de árvore, como mostra a figura, numa região 
onde a aceleração da gravidade vale g = 10 m/s?. No exato momento do 
disparo, o macaco se solta devido ao susto e passa a cair em queda livre 


vertical. Sendo d = 12 m e h = 16 m, determine se o projétil atingirá o macaco 
nos seguintes casos: 


a) o projétil é disparado com uma velocidade vo = 100 m/s; 
b) o projétil é disparado com uma velocidade vo = 10 m/s. 


Questão 114 - é - Desligando a gravidade — Literal {113 a 116] 
Um caçador mira sua arma exatamente na direção em que se encontra um 
macaco, apoiado num galho de árvore, como mostra a figura dessa questão. 
No exato momento do disparo, o macaco se solta devido ao susto e passa a 
cair em queda livre vertical, sendo alvejado em seguida. 
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Sabendo que a velocidade inicial do projétil vale Vo e que a gravidade local vale 
g, determine, em função de g, d, he Vo: 

а) quanto tempo após o disparo o macaco foi alvejado; 

b) a distáncia percorrida pelo macaco até ser alvejado. 


Questão 115 - é - Colisão de projéteis no ar — Parte 1 [113 a 116] 


Dois lançadores A e B, localizados num solo horizontal a uma distância D 

entre si, disparam simultaneamente projéteis num mesmo plano vertical com 

velocidades iguais a Va e Vs que formam respectivemente inclinações a e В 

com o solo horizontal. Sabendo que a gravidade local vale g: 

a) Determine uma relação entre Va, Vs, a e B necessária para que os projéteis 
sempre colidam entre si; 


b) A relação determinada no item anterior é necessária mas não suficiente 
para que os projéteis sempre colidam. Que condição adicional deve 
satisfazer a distância D que separa os lançadores a fim de garantir que os 
projéteis sempre colidirão ? 


E = 
Vo 
a BA B 
ALY D x 
Questão 116 - $ - Colisão de projéteis no ar – Parte 2 [113 a 116] 


Duas partículas A e B, localizadas nos pontos de coordenadas (0, h) e (2h, 0) 
respectivamente, são lançadas num mesmo plano vertical em direções que 
formam ángulos respectivamente iguais a a e B (ambos são agudos) com a 
horizontal (ambas são lançadas para a direita). Se as partículas colidem entre 
si, determine a razão va/ve entre as velocidades iniciais de lançamento dos 
projéteis. A gravidade local vale д. 


Questão 117 - é - Colisão de projéteis no ar — Parte З [117, 118] 
Um canháo dispara sucessivamente dois projéteis a partir de um mesmo 
ponto no solo, com velocidades iniciais iguais a v porém em direções que 
formam ângulos « e B (ambos são agudos) com a horizontal, num local em 
que a gravidade vale g. Determine o intervalo de tempo que deve ocorrer 
entre os disparos a fim de que os projéteis colidam entre si. 
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Questão 118 [117, 118] 
Duas partículas 1 e 2 foram lançadas obliquamente, de uma mesma posição 
no solo, com velocidades de mesmo módulo V formando ângulos respectivamente 
iguais a a e В (ambas são lançadas para a direita, a e В são agudos) com a 
horizontal num local em que a gravidade vale g. Quanto tempo decorre entre a 


passagem de cada partícula pelo ponto de interseção de suas trajetórias 
parabólicas ? 


Questão 119 - $ - Lançamento oblíquo rampa acima [119 a 123] 
Um lançador dispara projéteis a partir da base O de uma rampa inclinada que 
forma um ângulo f com a horizontal como na figura. Os projéteis são 
disparados com velocidade и que formam um ángulo a com a horizontal. 
A gravidadade local vale g. 

a) Determine o tempo de vôo desse projétil; 

b) Determine o alcance OP do projétil ao longo da rampa; 

c) Dado o valor de В, para qual valor de a esse alcance OP será máximo ? 

d) Determine o alcance máximo atingido ao longo da rampa. 


Questào 119 Questào 120 


Questão 120 - Lançamento oblíquo rampa abaixo [119 a 123] 


Um lançador dispara projéteis do topo O de uma rampa inclinada que forma 
um ângulo B com a horizontal como na figura. Os projéteis são disparados 
com velocidade u que formam um ângulo a com a horizontal. A gravidadade local 
vale g. 

a) Determine o tempo de vôo desse projétil, 

b) Determine o alcance OP do projétil ao longo da rampa; 

c) Dado o valor de В, para qual valor de a esse alcance OP será máximo ? 

d) Determine o alcance máximo atingido ao longo da rampa. 


Questão 121 [119 a 123) 
Mostre que o alcance máximo atingido pelo projétil na questão 119 é igual à 
altura que um corpo cairia, a partir do repouso, durante um tempo de queda 
igual ao tempo de vôo do projétil ladeira acima. 
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Questão 122 - $ [119 a 123] 
Um canhão está montado sobre uma rampa inclinada de inclinação 45º com a 
horizontal e dispara projéteis numa direção que forma um ângulo В com a 
superfície da rampa. Determine o valor de tgB a fim de que os projéteis 
colidam com a rampa horizontalmente. 


Questão 123 - $ - Lançamento com chegada perpendicular [119 a 123] 
Uma partícula é lançada da base de uma rampa de inclinação B com a 
horizontal como mostra a figura. Para que a partícula colida com a rampa 
normalmente à sua superfície, deve ser lançada numa direção que forma um 
ángulo a. com a horizontal. Determine o valor de tga. 


Questão 124 - é - Velocidades perpendiculares — Parte 1 

Duas partículas são lançadas horizontalmente de um penhasco, a uma 
grande altitude, com velocidades v: e vz de mesma direção e sentidos 
opostos. Se a gravidade local vale g, determine a distância entre as partículas 
no instante em que suas velocidades forem perpendiculares entre si. 


An ds A 


Questào 123 


Questão 125 - é - Velocidades perpendiculares — Parte 2 

Um projétil é lançado com uma velocidade у formando um ângulo « com a 
horizontal num local em que a gravidade vale g. Quanto tempo após o disparo 
a velocidade do projétil apontará numa direção perpendicular à sua velocidade 
inicial ? 


Questão 126 - $ 

Duas partículas são lançadas de um mesmo ponto, em uma grande altitude, 
com velocidades iniciais de mesmo módulo v que formam respectivamente 
ângulos « e B com a horizontal, sendo que uma delas foi lançada para a 
esquerda e a outra, para a direita. Se a gravidade local vale g, determine a 
distância entre as partículas t segundos após o lançamento. 
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Questão 127 - $ 


Uma partícula é lançada de um ponto a uma altura h do solo, com velocidade 
v formando um ângulo a com a horizontal. Outra partícula é lançada do 
mesmo ponto com a mesma velocidade v na mesma direção mas com sentido 
oposto ao da primeira partícula. Se a gravidade local vale g, determine a 
distância entre as posições de impacto dessas partículas com o solo. 


Questão 128 - $ 


Um canhão localizado na origem (0, 0) de um sistema de coordenadas 
cartesianas dispara projéteis sempre com a mesma velocidade e tem um alcance 
máximo A. Sejam a4 e ог os dois ángulos de disparo que permitem atingir um 


alvo localizado nas coordenadas (x, y) = (A/4, A/4) desse sistema cartesiano. 
Determine o valor de ідол + tgaz. 


Questão 129 - é - Saltando um triângulo 


O triangulo ABC mostrado na figura, cujos ângulos das bases valem a e P, 
está localizado num plano vertical. Seja 0 o ángulo segundo o qual deve ser 
lançado um projétil a partir do vértice A a fim de que sua trajetória passe pelo 
vértice С e atinja o solo no ponto B. Determine 190. 


Questão 130 - é - Saltando um prisma hexagonal 


A figura mostra a secção trasversal de um prisma reto de base hexagonal 
regular deitado sobre um solo horizontal. Um projétil lançado a partir do solo 
descreve uma trajetória parabólica que tangencia quatro dos seis vértices da 
secção transversal hexagonal de lado c. Se a gravidade local vale g, 
determine: 

a) a tangente de a, onde a é o ângulo de disparo do projétil; 

b) o alcance horizontal atingido pelo projétil. 
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Questão 130 Questão 131 


Questão 131 - $ - Saltando um tronco cilíndrico usando Vmin 


Um gafanhoto deseja saltar por cima de um tronco de árvore cilíndrico que 
encontra-se apoiado no solo. Se a gravidade local vale g e o raio da secção 
transversal circular vale R, qual a velocidade mínima para o salto do 
gafanhoto lhe permitirá galgar o tronco de árvore ? 


Questão 132 - é - Três projéteis alinhados 

Três partículas são lançadas obliquamente a partir de um mesmo ponto, num 
mesmo plano vertical, com velocidades de disparo iguais a и, ve we 
inclinações com a horizontal respectivamente iguais a a, В e y. Mostre que a 
condição para que as três partículas se movam alinhadas em qualquer instante 
é que: 

sen(y – В) " sen(a — y) үз sen(B-a) _ 0 
и у w 


Questão 133 - $ - Aumentando o alcance 


Um canhão situado ao nível do mar dispara projéteis com velocidade u numa 
direção que forma um ângulo « com a horizontal contra navios piratas que se 
aproximam da costa, atingindo um alcance horizontal A num local onde a 
gravidade vale g. Se o canhão for montado sobre uma plataforma de altura h, 
nas mesmas condições de disparo iniciais, qual acréscimo AA será obtido no 
alcance dos projéteis disparados ? 


Questão 134 - é - Alcances iguais do alto da colina 

Dois projéteis são disparados do alto de uma colina com mesmas velocidades 
iniciais iguais a u, porém, em duas direções distintas que formam ângulos 
respectivamente iguais a a e B com a horizontal. Sabendo que os projéteis 
atingem o mesmo alcance horizontal ao longo do solo plano horizontal, 
determine a altura da colina em relação ao solo horizontal. A gravidade local 
vale д. 


38 Fundamentos de Mecánica 


Questão 135 - d' - Canhão atirando na torre 


De um ponto A, dão-se dois tiros de canhão, com velocidades diferentes. 
No primeiro tiro, aponta-se o canhão para o ponto С no alto da torre e atinge- 
se a sua base В após o tempo ti. No segundo tiro, dobra-se o ángulo de 
disparo e atinge-se o ponto С no topo da torre após o tempo tz. Se a 
gravidade local vale д, determine a distância AB do canhão até a base da 
torre. 


2º tiro 


Questão 136 - $ 


Uma bola é arremessada em movimento oblíquo no ar. Em certo instante, a 
velocidade da bola faz um ângulo de 60º com a horizontal, em movimento 
ascendente. Quatro segundos depois, o ángulo é de 30?, em movimento 


descendente. Determine a distáncia percorrida pela bola na vertical durante 
este tempo. Dado: д = 10 nvs?. 


Para náo entrar 
numa fria, não 
passe desse ponto 
sem antes ler o 
Tópico Especial 1 


sobre Parábola de 
Segurança no 
Capitulo 6. 


Questão 137 - $ (Leia previamente o Capítulo 6 e retorne) [137 a 148] 
As provas do detonador de uma granada efetuam-se no centro do fundo de 
um pogo cilíndrico de profundidade H. Os estilhacos da granada, produzidos 
pela explosão e cujas velocidades nào ultrapassam vo, não devem cair na 
superfície da Terra. Qual deverá ser o diâmetro mínimo D do poço ? 
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Questão 138 - (Leia previamente o Capítulo 6 e retorne) [137 a 148] 
A figura mostra um poço onde estão ocorrendo os testes da incrível granada 
KJU-P52, inicialmente posicionada no centro da base do poço. Após a 
explosão, seus fragmentos atingem uma velocidade de 72 km/h e espalham- 
se em todas as direções. Pede-se determinar a menor distância X para a qual 
o inspetor de testes ainda está livre de ser atingido por qualquer fragmento. 
Considere que a granada esteja no centro da base do poço. Use g = 10 m/s? 


E 


= = | 
A Ti 
MET NM 


Questão 139 - Testando seus conhecimentos sobre a Parábola de Segurança 
Julgue cada uma das sentenças abaixo sobre a Parábola de Segurança, 
assinalando verdadeiro ou falso: 

a) À parábola de segurança é a própria trajetória seguida pelo projétil que foi 
lançado obliquamente num campo gravitacionai uniforme; 

b) А parábola de segurança é a envoltória de todas as trajetórias possíveis 
(veja figura 2 página 225) para um projétil que foi lançado sempre com a 
mesma velocidade, mas com ângulo de disparo variando entre 0º e 180º. 

с) À p.s. é útil para resolver qualquer problema relacionado com lançamento de 
projéteis; 

d)A p.s. é útil para resolver problemas de lançamento de projéteis envolvendo 
alcance máximo ou altura máxima; 

е) А p.s. é útil para resolver problemas de lançamento de projéteis envolvendo 
determinação da velocidade mínima para atingir um alvo fixo, conhecendo-se a 
posição do alvo; 

f) Além de determinar o alcance máximo possível para um projétil ao longo de 
uma direção, as propriedades da  p.s. também permitem determinar o 
ángulo de disparo que levará àquele alcance máximo; 

9) Questões comuns de lançamento de projéteis que não envolvem máximos 
ou mínimos não são solucionáveis através da p.s.; 

h) Assim como o conceito de “derivadas”, na maioria das vezes, só tem 
utilidade para a resolução de problemas de máximo e mínimo (e de 
tangências), a p.s. também só é útil para a resolução de problemas de 
máximos e mínimos envolvendo lançamento de projéteis, sem fazer uso de 
derivadas. 
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Questão 140 - $ (Leia previamente o Capítulo 6 e retorne) [137 a 148) 
Um avião voando a uma altura contante H aproxima-se de um canhão anti- 
aéreo no solo que dispara projéteis com velocidade U num local onde a 
gravidade vale g. Sabendo que a trajetória seguida pelo avião e a bala do 
canháo estáo contidos num mesmo plano vertical, pergunta-se: 


a) Qual a maior distância horizontal entre o canhão e o avião abaixo da qual o 
canhão já é capaz de abater o avião ? 


b) Sendo a o ángulo de disparo nessas condições, determine tga. 


Questão 141 [137 a 148] 


A figura mostra uma bola a uma distância S = 6 m de um muro de altura 
H = 3,2 m. Determine a mínima velocidade Vo com que se deve arremessar a 
bola para que ela caia do outro lado do muro (g = 10 m/s?). 


NA H 


A 


S 


Questáo 141 Questáo 142 
Questáo 142 [137 a 148] 


A figura mostra uma mangueira do corpo de bombeiros localizada a uma 
distáncia d = 20 m de um prédio de 40 m de altura em chamas. A água 
expelida pela mangueira chega a 72 km/h. Pede-se determinar a altura h da 
janela mais elevada possivel de ser atingida pela água dessa mangueira 
(о = 10 m/s?) 


Questão 143 - $ [137 a 148] 
Sob qual ángulo com a horizontal é necessário lancar uma pedra, da extremidade 
de um penhasco vertical de 20 m de altura, a fim de que ela caia a uma distância 
maior possível do paredão ? A velocidade inicial da pedra é vo = 14 m/s e a 
gravidade local vale g = 10 m/s?. 


Questão 144 - $ 3 [137 a 148] 


Um projétil será disparo do alto de uma torre de altura H. Deseja-se atingir um 
alvo a uma distância Н do pé da torre. A gravidade local vale g. Determine: 


a) a velocidade mínima com que se pode lançar o projétil de forma a atingir o 
alvo desejado; 


b) o ángulo de disparo em relação à horizontal nas condições do item a. 
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Questão 145 - $ [137 a 148) 
O jogador Roberto Carlos consegue disparar chutes com velocidade máxima 
Vo = 30 m/s. Se a bola está no pé de uma rampa inclinada a = 30? com a 
horizontal (veja figura), numa região onde g = 10 m/s? , o prof. Renato Brito 
pede que vocé determine: 

a) a inclinação Ө do chute, em relação à horizontal, para que a bola atinja 

alcance máximo ao longo da rampa; 
b) a altura máxima Hmax que essa bola é capaz de atingir ao longo da rampa. 


Questão 146 [137 a 148] 
Um lançador dispara projéteis com velocidade vo = 20 m/s ao longo de uma 
colina inclinada, cujas dimensóes sáo mostradas na figura abaixo. Sendo 
9 = 10 m/s?, o prof. Renato Brito pede que vocé determine: 

a) a altura máxima Hma que esse projétil é capaz de atingir ao longo da colina; 

b) o ángulo a de disparo do projétil com a horizontal nas condições do ítem a. 


Questão 146 Questão 148 


Questão 147 - $ [137 a 148] 
Um canháo encontra-se no alto de uma muralha de altura h acima de um solo 
plano horizontal e dispara projéteis com velocidade inicial vo. Sabendo que a 
gravidade local vale g, determine qual deve ser o ângulo de disparo dos 
projéteis, em relação à horizontal, a fim de que os projéteis atinjam máximo 
alcance ao longo do plano horizontal. 


Questão 148 [137 a 148] 
Qual a velocidade mínima com que se pode lançar um projétil da base de uma 
rampa de inclinação B com a horizontal, a fim de atingir um objeto A que se 
encontra sobre essa rampa a uma altura h do solo ? A gravidade local vale д. 


2 DINÁMICA RETILÍNEA NO 
REFERENCIAL INERCIAL 


2.1 O DOMÍNIO DE VALIDADE DAS LEIS DE NEWTON 


As leis de Newton são o pilar de sustentação da Mecânica. Elas descrevem o 
movimento dos corpos, tanto no céu como na Terra, descrevem as órbitas dos 
planetas, prevêem a existência de novos planetas e explicam o fenômeno das 
marés. Ainda assim, por mais brilhantes que sejam as três leis de Newton, é 
preciso cautela ao interpretá-las e aplicá-las. 


A 1º lei de Newton estabelece que todo corpo livre da ação de forças 
permanecerá em seu estado de repouso permanente (v = 0, ar = 0) ou de 
movimento retilíneo e uniforme (у = O, ar = 0), até que alguma força atue 
sobre ele e altere seu estado de equilíbrio. 


Esse repouso ao qual a lei da inércia se refere, entretanto, é em relação a 
quem ? Afinal, sabemos que um móvel pode estar em repouso num 
referencial, mas em movimento em outro referencial. Você já havia pensado 
sobre isso ? 
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A segunda lei de Newton, por sua vez, estabelece que a forca resultante Fn, 
agindo sobre um corpo de massa m, proporciona a ele uma aceleração a tal 
que: 

Fr 

m 

Sabemos, porém, que um móvel pode estar acelerado num referencial, mas 
estar não acelerado em outro referencial. A expressão da segunda lei de 
Newton fornece a aceleração do móvel em qual referencial ? Você já havia 
pensado sobre isso ? 


а= 


Ет geral, os livros-textos de Física пао deixam bem claro рага o estudante o 
fato de que as leis de Newton têm sua validade restrita ao chamado 
referencial inercial, cujo conceito é bastante sutil, requerendo atenção e 
concentração especiais por parte do leitor para assimilá-lo de forma eficaz. 


Nesse capítulo, investigaremos o conceito de referencial inercial e faremos uma 
análise comparada entre os referenciais inerciais e não inerciais, buscando 
esclarecer de que maneira as leis de Newton falham nestes últimos. 


No capítulo 4, aprenderemos o Principio da Equivalência de Einstein, que nos 
ajudará a aplicar as leis de Newton com sucesso, mesmo nos referenciais não 
inerciais. 


2.2 INTRODUÇÃO AO REFERENCIAL INERCIAL 


Um referencial ou sistema de referência pode ser formalmente definido como 
um sistema de coordenadas cartesianas em relação ao qual são tomadas as 
medidas de posição XYZ, velocidade e aceleração de um móvel. Deixando de 
lado o formalismo matemático, podemos simplificar, considerando como 
referencial um simples observador que avaliará a cinemática e a dinâmica do 
móvel, medindo as grandezas fisicas relevantes para o estudo do fenômeno 
em questão. 


Por definição, um referencial é dito inercial quando nele se verifica a lei da 
inércia e, por extensão, a segunda lei de Newton. 


Para verificar se um dado referencial é inercial, alguns testes experimentais 
diretos podem ser realizados em primeira aproximação. 


Por exemplo, a Figura 1 mostra dois sistemas de coordenadas cartesianas: 
o sistema XYZ, fixo ao solo, e o sistema X'Y'Z', fixo a um vagão, que pode se 
mover sobre trilhos retos e horizontais. O vagão, assim como a bola que se 
encontra sobre o seu piso, está inicialmente em repouso em relação à Terra 
(referencial XYZ). Sobre a bola agem apenas as forças peso P e normal N, 
visto que os atritos são desprezíveis. Qual será o comportamento da bola, no 
referencial da Terra, quando o vagão partir do repouso com aceleração a 
constante na direção horizontal X ? 
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^ Bola em repouso — 
permanente 


Figura 1 


Ora, para o referencial da Terra (Figura 1), o vagão irá se mover acelerado 
para a direita, mas a bola permanecerá em repouso, isto é, suas coordenadas 
XYZ permanecerão inalteradas com o passar do tempo. Isso está de acordo 
com a lei na inércia. Afinal, se nenhuma força horizontal está agindo sobre a 
bola, ela deve permanecer indefinidamente em repouso nesse referencial. 
Dessa forma, dizemos que o referencial XYZ (referencial da Terra) é inercial, 
visto que a lei da inércia é verificada nesse referencial. 


Por outro lado, qual será o comportamento da bola, no referencial do vagão, 
quando este partir do repouso com aceleração a constante na direção 


horizontal X ? 
Mag n E 


— er 
d Bola acelerando ч 


Figura 2 


Ora, para o observador no referencial do vagão (Figura 2), a bola partirá do 
repouso e se moverá com aceleração a' = a no sentido oposto ao do eixo X. 
Em outras palavras, a coordenada X' da bola irá diminuir aceleradamente, 
com o passar do tempo, no referencial X" Y'Z'. 


Esse comportamento notavelmente viola a Lei da Inércia. Afinal, se nenhuma 
força (de interação) horizontal age sobre a bola, no referencial do vagão, 
como pode ela sair do repouso e passar a se mover aceleradamente para trás 
? Esse comportamento mostra que esse vagão acelerado em relação à Terra 
(bem como o observador em seu interior) nào se trata de um referencial 
inercial. Dizemos que ele é um referencial não inercial. 
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Outro teste simples pode facilmente confirmar o caráter nào inercial do 
referencial do vagão: pendure um pêndulo simples ao teto desse vagão, 
enquanto este move-se com aceleração constante a no referencial XYZ da 
Terra (Figura 3). Ajuste convenientemente a inclinação do fio do pêndulo, de 
forma que ele não oscile, durante o movimento acelerado do vagão em 
trajetória retilínea horizontal. 
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Figura 4 


Qual será o comportamento da bola, no referencial da Terra, quando o vagáo 
partir do repouso com aceleração a constante na direção horizontal X ? 


Ora, no referencial da Terra (Figura 3), a bola estará se movendo para a direita, 
numa trajetória retilinea horizontal, compartilhando da mesma aceleração a do 
vagão nesse referencial. O observador da Figura 3 entende perfeitamente a 
dinâmica desse movimento da bola, com base nas forças que agem sobre ela: 


e а bola move-se em trajetória retilínea horizontal, o que implica uma 
ausência de aceleração vertical, isto é, um equilibrio de forças verticais. 
Assim, a componente vertical Ty da tração deverá cancelar o peso, isto ё : 
Tv T 2 Pk. 

e a aceleração horizontal "— a" da bola é proporcionada pela componente 
horizontal Tx da tração. A segunda lei de Newton permite escrever: 
Ев = Tx = m. a. 
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Por outro lado, qual será o comportamento da bola no referencial do vagão, 


quando este partir do repouso com aceleração a constante em relação à Terra 
na diregao horizontal X ? 


Ora, para o observador no referencial do vagáo (Figura 4), a bola, assim como 
o vagão, se encontra em repouso permanente v' = 0, a' = O (usaremos о 
símbolo linha " * " para designar grandezas medidas no referencial acelerado). 
Em outras palavras, as coordenadas X'Y'Z' da bola não mudam com o passar 
do tempo nesse referencial. 


De acordo com a segunda lei de Newton (Fr = m. a”), todavia, para que a bola 
do pêndulo esteja em equilíbrio (a? = 0), é necessário que a força resultante 
agindo sobre a bola seja nula, condição essa que não está sendo satisfeita, 


visto que a tração T e o peso P não possuem a mesma direção e sentidos 
opostos a fim de se cancelarem. 


Assim, vemos que, embora a força resultante agindo sobre a bola não seja 
nula (Fr x 0), a aceleração a' da bola é nula no referencial do vagão, violando a 
segunda lei de Newton Fr = m.a’. Desta forma, verificamos, mais uma vez, 
que o referencial do “vagão acelerado” não é inercial, visto que as leis de 
Newton não são satisfeitas nele. Dizemos que ele é um referencial não 
inercial. 

Propriedade 1: as leis de Newton só são válidas em referenciais inerciais. | 

2.3 O REFERENCIAL DO PLANETA TERRA 

A Terra move-se como um pião através 7 б 

do espaço sideral, executando uma série 2, сүзе 

de movimentos simultâneos: 

translação ao redor do Sol, com 
período de aproximadamente 365 dias; 

2) rotação em torno do seu próprio eixo, 
com período aproximado de 24h; 

3) precessão — o próprio eixo Zo da Terra 
executa uma rotação em torno do eixo 
Z, com período aproximado de 27.725 
anos; 

4) nutação — o ângulo é formado entre os 
eixos Zo e Z oscila com amplitude de X 
9,2" de arco e período de oscilacáo de 
19 anos. 


Trajetória de Zo 


Em meio a todos esses movimentos executados pelo nosso planeta em seu 
movimento pelo espaço sideral, lembramo-nos de que nossos laboratórios 
terrestres encontram-se todos fixos à superfície da Terra, o que, automaticamente, 
suscita a seguinte pergunta: 
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Profinho..... e a Terra, 
ela é um referencial 
inercial ? 


inercial. 


Nào, Claudete, a 
rigor, a Terra nào é 
um referencial 
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A rigor, a Terra nào é um referencial inercial. Esse fato decorre, principalmente, 
do movimento de rotacáo que ela executa em torno do seu eixo. Um dos 
experimentos mais simples e mais admiráveis que comprovam a rotação da 
Terra em torno do seu eixo foi realizado publicamente por Leon Foucault, em 


1851, sob a grande cüpula do Pantheon em Paris (Figura 5). 


Foucault suspendeu uma esfera de 28 kg (Figura 6), através de um fio de 
70 m de comprimento, ao teto do Pantheon. A maneira pela qual a 
extremidade superior do fio foi presa permitia ao pêndulo oscilar livremente 


em qualquer direção com um período de 17 segundos aproximadamente . 
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Figura 5 - Cúpula do Pantheon em Paris 


Em torno do ponto, no solo, diretamente abaixo do ponto de suspensão do 
pêndulo, foi construída uma pequena elevação circular de aproximadamente 
3m de raio (Figura 6). Nessa elevação, foi colocado um pouco de areia, de 
modo que uma ponta metálica que saía da esfera do pêndulo, para baixo, 


varria a areia a cada oscilação (veja trajetórias na Figura 11). 
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antheon em Paris 


Figura 6 - vista interna do P: 


= —— 


Após sucessivas oscilações, tornou-se claro que o plano vertical do 
movimento do péndulo estava girando no sentido dos ponteiros do relógio, 
quando visto de cima. Em um intervalo de 1h, o plano de oscilação desse 
péndulo do Pantheon girava mais de 11 graus, completando uma volta em 
aproximadamente 32 h. 


Por que motivo, então, o plano de oscilação do pêndulo gira para um 
observador localizado sobre a Terra ? Será que o plano de oscilação do 
péndulo de Foucault também gira no referencial das estrelas distantes 
(referencial inercial padrão) ? 


Seja um pêndulo semelhante ao de Foucault suspenso no pólo norte terrestre. 
Para um observador fixo às estrelas distantes, o plano de oscilação desse 
pêndulo permanece fixo nesse referencial; entretanto, o fato de a Terra girar 
em torno do seu eixo no sentido anti-horário fará o plano das oscilações do 
pêndulo de Foucault girar no sentido horário (Figura 11), para um observador 
localizado sobre o hemisfério norte da Terra (sequência de Figuras 7, 8, 9e 
10), perfazendo uma rotação completa a cada 24 horas, no caso especifico de 
um pêndulo localizado exatamente nos polos. 


Pode-se mostrar que esse período T de rotação do plano de oscilação do 
péndulo varia com a latitude q da cidade onde o pêndulo esteja localizado, 
segundo a expressão abaixo: 


= 24h 
sen ф 


Assim, para uma latitude q = 0? (equador), esse periodo é infinito, isto é, um 
péndulo de Foucault localizado na linha do equador oscila num plano fixa. 
Para uma latitude q = 90º (péndulo localizado nos polos), o plano de oscilação 
do péndulo gira com o mesmo período de rotação da Terra (24h). 


Como justificar essa rotação do plano de oscilação do pêndulo pela análise 
das forgas que agem nele ? 
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Figuras 7, 8, 9 e 10- Para uma observadora que se encontra no referencial das estrelas 
distantes, a oscilação do péndulo simples ocorre num plano vertical fixo. Para um observador que 
se encontra fixo à superfície da Terra em rotação anti-horária em torno do seu eixo, entretanto, о 
plano de oscilação vertical desse pêndulo não permanece fixo, mas gira no sentido horário. 
Procure Pêndulo de Foucalt no YouTube, você vai achar vídeos bem esclarecedores ! 
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Figura 11a - no hemisfério norte, a rotação do 


plano de oscilação do pêndulo ocorre no 
sentido horário. 


Figura 11 b - no hemisfério sul, a rotação do 
plano de oscilação do pêndulo ocorre no 
sentido anti-horário. 


Para um observador fixo às estrelas distantes (referencial inercial padrão), as 
forças tração T e peso P que agem na bolinha estão contidas no mesmo 
plano de oscilação do péndulo e, por isso, são incapazes de acelerá-io para 
fora desse plano (Figura 12). Em outras palavras, essas forças são incapazes 
de girar o plano de oscilação do pêndulo que (visto que o momento ou torque 
delas, em relação ao ponto de suspensão do pêndulo, é nulo), de fato, 
permanece estacionário по» referencial das estrelas distantes, conforme 


esperado. Tudo ocorre de acordo com as leis de Newton nesse referencial, 
confirmando o seu caráter inercial. 


Р” p 3 


Figura 12 — Para que o movimento de um corpo se mantenha num plano 
fixo, é suficiente que a sua velocidade, bem como todas as forças que адет 


sobre ele, estejam sempre contidas no referido plano, como ocorre no 
pêndulo simples. 


Para um observador sobre a Terra, porém, embora as forças tração T e pes: 
P que agem na bolinha estejam contidas no mesmo plano de oscilação d 
pêndulo e, por isso, sejam incapazes de acelerá-lo para fora desse plana 
ainda assim, o plano de oscilação do pêndulo simples gira nesse referencia! 
em desacordo com o comportamento esperado com base nas leis de Newton 
Isso nos leva a crer que a Terra, rigorosamente, não é um referencial inercial. 
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A justificativa para a rotação do plano de oscilação do pêndulo de Foucault no 
referencial da Terra, com base nas forcas que agem sobre o péndulo, requer 
a introdução do conceito de “força de inércia” (que estudaremos posterior- 
mente). Uma força de inércia chamada “força de Coriolis" que atua numa 
direção transversal ao movimento é que, efetivamente, gira o plano de 
oscilação do pêndulo de Foucault, para um observador não inercial 
posicionado sobre a Terra. Essa força age numa direção transversal ao plano 
definido por T e P, aplicando no pêndulo um momento (torque) não nulo em 
relação ao seu ponto de suspensão. 


O Pêndulo de Foucault, que se encontra aberto à visitação em Paris até os 
dias de hoje, é uma belíssima comprovação experimental do caráter não 
inercial da Terra. 


Qualquer ponto sobre o equador terrestre possui, em relação às estrelas 
distantes, uma aceleração da ordem de a = w2.R = 0,03 m/s? e, por conta 
dessa pequenina aceleração, a rigor, a Terra não é um referencial inercial. 
Ainda assim, a maioria dos fenômenos estudados sobre a superfície da Terra 
tem duração muito breve, quando comparados ao período de rotação da Terra 
(24 h) em torno do seu eixo. Por esse motivo, o efeito dessa rotação pode ser 
desprezado na maioria das aplicações da Dinâmica, no estudo do movimento 
de corpos sobre a superfície do Planeta. Nesses casos, a Terra é tomada com 
um referencial aproximadamente inercial. 


Nesse livro, caso não seja dito nada em contrário, à Terra será admitida como 
um referencial inercial. 


Galileu percebeu que 


Propriedade 2: qualquer referencial que esteja em repouso ou em movimento: 
retilineo e uniforme, em relação a um referencial inercial, também é um referencial 
inercial, ' à gi 
Assim, admitindo a Terra como referencial inercial, é possível afirmar que: 


Propriedade 3: qualquer referencial em estado de repouso ou em movimento 
retilíneo e uniforme, em relação à Terra, também é um referencial inercial. 

Propriedade 4: qualquer referencial acelerado, isto é, que possua aceleração: 
tangencial, ou aceleração centrípeta, em relação à Terra, é um referencial 
inão inercial. 


AA As ———Ó————————H ШШ Б n - - 


Assim, qualquer sistema acelerado sobre a Terra é um referencial nào 

inercial. As leis de Newton não são válidas nesses sistemas de referência. 

São exemplos de referenciais não inerciais: 

e uma plataforma girante num parque de diversões, como um carrossel, em 
virtude da aceleração centripeta; 

e um carro se movendo numa curva, em decorrência da aceleração 
centrípeta; 

e um avião, durante a decolagem, por causa da aceleração proporcionada 
pelas turbinas. 
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A seguir, faremos várias aplicações das leis de Newton em referenciais 
inerciais. Nos capítulos 4 e 5, faremos um estudo avançado da Dinâmica e 
aprenderemos a aplicar as leis de Newton nos referenciais não inerciais, com 
auxílio do Princípio da Equivalência de Einstein. 


2.4 O FORMATO DA TRAJETÓRIA E O PAR DE EIXOS-PADRÃO 

Nessa seção, aprenderemos alguns métodos simples, porém muito eficientes 
no equacionamento de problemas de Dinâmica, isto é, problemas que 
envolvam forças, aceleração, velocidade, deslocamentos etc. 


Em geral, uma das grandes dificuldades com as quais os estudantes de Física 
se deparam, na análise das forças que agem num corpo, é como saber quais 
forças devem ser decompostas e quais não precisam ser decompostas na 
resolução do problema. “....Ѕега que há apenas uma forma sistemática de 


analisar o problema, ou será que existem várias maneiras de analisar que 
conduzem ao mesmo resultado correto ? ...." 


A TEM 
; Bolaem movimento  ^- 
*. acelerado na horizonta! E. q 
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A experiência mostra que uma ferramenta importante na resolução 


sistemática de problemas de Dinâmica é a análise do formato da trajetória 
seguida pelo móvel. 


O formato da trajetória está intimamente relacionado com as forças que agem 
sobre o corpo durante seu movimento num dado referencial, e nos permite 
concluir quais forças efetivamente colaboram para a sua aceleração e quais 


forças definitivamente devem se cancelar por não participarem do processo 
de aceleração do móvel. 


Para esclarecer um pouco essas idéias, considere, por exemplo, o pêndulo 
preso ao teto do vagão na Figura 13. A bola presa ao fio se encontra em 
movimento acelerado descrevendo uma trajetória retilínea horizontal em 
relação à Terra (referencial inercial). Esse formato da trajetória descrita pela 
bola permite concluir que : 

e a aceleração (—›а) resultante do móvel está (integralmente) na mesma 
direção da velocidade (у), isto é, está na direção horizontal, não havendo 
nenhuma componente de aceleração vertical (Figura 13); 

e consequentemente, a força resultante agindo no móvel (responsável por 
produzir tal aceleração) é horizontal Fa = Тх ; 
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e a ausência de aceleração vertical garante que a força resultante nessa 
direção 4 T é nula, portanto, Ty = P na Figura 13. 


Em geral, no estudo da Dinâmica dos movimentos, o par de eixos-padrão 
utilizado para a decomposição das forças obedece o seguinte modelo : 


eixo 2 


A, 
MIC 
à p 
A 


Figura 14 


Eixo 1 — Eixo tangencial 
Caracteristicas: 


e Eixo que está na mesma direção da velocidade da partícula, no referencial 
inercial em questão (Figura 14) ; 


* em movimentos retilíneos, coincide com a trajetória seguida pela partícula 
(Figura 14); 


e em movimentos retilíneos, esse eixo contém a forca resultante agindo no 
móvel (caso ela nào seja nula) e, conseqüentemente, a sua aceleracao 
resultante (caso ela não seja nula); e 


* as forças e acelerações, nesse eixo, determinam se o movimento será 
retardado, uniforme ou acelerado. 


Eixo 2 – Eixo centrípeto, radial ou normal 

Características: 

e Eixo que é perpendicular à velocidade da partícula, no referencial inercial 
em questão (Figura 14); 

e em movimentos retilíneos, o corpo sempre está em equilíbrio (Fr = 0, ar = 0) 
na direção do eixo 2; 

e esse eixo, obviamente, é sempre perpendicular ao eixo 1, visto que sempre 
é perpendicular à velocidade do corpo; 


œ as forças que agem sobre esse eixo estão relacionadas à curvatura da 
trajetória descrita pelo corpo no referencial inercial. ; 


Esse par de eixos descrito será denominado "Par de eixos-padráo". Na 
maioria das resoluções, adotaremos o par de eixos-padrão, fazendo uso de 
eixos alternativos apenas quando a simplificação algébrica obtida nesse caso 
for vantajosa (o que raramente acontece). 
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Exemplo Resolvido 1: A figura mostra um prisma de massa M que se move 
'sobre um plano horizontal. Um pequeno bloco de massa m se encontra 
apoiado sobre a superfície inclinada do prisma. Se a gravidade local vale g, 0 
prof. Renato Brito pede que você determine сот qual força F horizontal e 
constante se deve empurrar esse prisma, de forma que o conjunto se mova; 


sem que o bloquinho escorregue em relacáo ao prisma. Todos os atritos são, 
idesprezados, 


= Im E. Figura 15 
non OE "us DNE. зу Мт ço E 


Solução: 
A Figura 16 mostra o diagrama das forças que agem no prisma e no bloco. 


А questão-chave, para o estudante de Física, é “qual das forças que agem no 


bloquinho deve ser decomposta, a normal М ou o peso m.g ? " Será que 
tanto faz ? 


A resposta é que devemos fazer uso do chamado Par de Eixos-padrão 
(mostrado na Figura 14), a fim de que o nosso equacionamento do problema 


seja mais objetivo, reduzindo o trabalho algébrico. A seguir, analisaremos a 


Dinâmica do movimento da caixa, com base no formato da sua trajetória 
descrita no referencial da Terra. 


Figura 16 | AN a Figura 17 Ny 1 
acuta m.g : 
De NAS F 
Á | | | pa е: | i ! 


Segundo о enunciado, bloco e prisma descreverão trajetórias retilíneas 
compartilhando das mesmas acelerações —a no referencial da Terra, como 
mostra a Figura 15. А trajetória do bloco no referencial da Terra define o eixo 
1 a ser adotado, o chamado eixo tangencial. Conforme expresso anteriormente, 
em movimentos retilíneos, o eixo 1 sempre coincide com a trajetória do corpa 
em relação à Terra (referencial inercial), portanto será horizontal nessa 


questão. O eixo 2 (centrípeto ou normal) é perpendicular ao eixo 1, portanta 
será vertical nessa questão. 


Assim, adotando esse par de eixos-padrão, iremos decompor apenas as forças 
que não estiverem sobre nenhum desses dois eixos, como mostra a Figura 17. 
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O formato da trajetória seguido pelo bloco, no referencial inercial (Terra), é 
uma reta horizontal (Figura 18b) que nào se curva nem para cima (Figura 18a) 
nem para baixo (Figura 18c), sugerindo que o bloco não possui aceleração na 
direção 2 (a2 = 0), isto é, que o bloco encontra-se em equilíbrio (Fr = 0) na 
direção do eixo 2, o que permite escrever: 


Equilíbrio na direção 2: Ny=m.g => N-cosa=mg (ед1) 


Figura 18 Ny az ¿“a 
$ 
Nx md 
Trajetória do bloco no y m.g аз ^ч, C 
referencial da Terra E \ 


Ма direção 1, bloco e prisma compartilham de uma mesma aceleração a; = a 
no referencial da Terra. O diagrama de forças da Figura 18 mostra que essa 
aceleração horizontal do bloquinho decorre da força Nx. A segunda lei de 
Newton permite escrever: 


Fr=ma > М№ = та => М№ѕепа = т:а (eq2) 


О prisma compartilha dessa mesma aceleração horizontal a, portanto, 
observando as forças horizontais que agem no prisma, na Figura 17, vem: 


Fr=Ma > (F-Nx=Ma > (F-N.seno)=Ma (eq3) 


Dividindo as equações eq1 e eq2 membro a membro, vem: a = g.tga. Essa é 
a aceleração horizontal que os corpos devem compartilhar (no referencial da 
Terra) a fim de que o bloco se mova em equilíbrio vertical. Agora, com qual 
força F devemos empurrar о pisma para que ambos compartilhem dessa 
aceleração ? 


Somando as equações eq2 e eq3, membro a membro, vem: 
F = (М + т)-а (еа 4а) 


А relação ед4 nos lembra que ambos os corpos compartilham da mesma 
aceleração horizontal a no referencial da Terra (como mostra a Figura 15) e, 
portanto, podem ser tratados como se fossem corpo único de massa "M + m" 
movendo-se com aceleração a = g.tga. 


Em linhas gerais, só é possível considerar um sistema de N corpos como se 
fosse corpo único, a fim de aplicar a segunda lei de Newton, quando todos os 
corpos do sistema compartilharem de uma mesma aceleração a (que será a 
aceleração do centro de massa do sistema). Assim, da relação eq4a, vem: 


Р = (М + т).а > F=(M+m.gtga (еа 46) 
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Profinho, eu queria decompor o 
peso do bloco, em vez da 
normal N. Daria certo também ? 


Daria, mas não seria tão 
vantajoso quanto se você 
usasse o par de eixos-padrão. 


A Figura 19 mostra o diagrama das forças agindo no bloco, fazendo uso de 
um sistema de eixos cartesianos alternativo, como sugeriu a Claudete. Nesse 
caso, relacionar a aceleração horizontal (ға) do bloco com a força resultante 
horizontal que causou essa aceleração, torna-se uma missão complicada, 
visto que as forças que agem no bloco (М, p.sena e p.cosa) não se encontram 
direcionadas ao longo do mesmo sistema de eixos coordenados que contém a 
aceleração, como mostra a Figura 19. 
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Figura 19 d Ж : 


Dizemos que o diagrama de forças não está "casado" com o diagrama 
cinemático do bloco (o par de eixos das forças não coincide com o par de 
eixos da aceleração), o que dificulta o equacionamento da segunda lei de 
Newton. 


Para melhor compreender, note que o diagrama de forças (padrão) utilizado 
na Figura 18 ficou automaticamente "casado" ao diagrama cinemático (forças 
e acelerações estão direcionadas sobre o mesmo par de eixos), permitindo 
que facilmente se chegasse às relações ед1 e ед2, levando-se em conta о 
formato da trajetória descrita pelo bloco, bem como a segunda lei de Newton. 
Essa simplicidade, em geral, é obtida quando se faz uso do par de eixos- 
padrão. 


Para resolver o problema usando o diagrama de forças da Figura 19 
(resolução que deve ser evitada), decomporemos a aceleração a no mesmo 
sistema de eixos das forças N, p.sena e p.cosa, escrevendo a segunda lei de: 
Newton para cada direção, como mostra a Figura 20: 
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Direção 3: Еһ = т.а > (N-mg-.cosa) = ma-sena (eq5). 


Direção 4: Ев = т.а = (m-g-sena) = m-a-cosa (eq6). 


ia m 


Ww i Figura 21 


As relações eq5 e eq6 (determinadas a partir da análise das forças no sistema 
de eixos alternativos) são perfeitamente compatíveis com as relações eq1 e 
eq2 (determinadas a partir da análise das forças no sistema de eixos-padrão) 
e levam ao mesmo resultado encontrado inicialmente, requerendo, entretanto, 
maior processamento algébrico, o que deve ser evitado. 


Ora, basta perceber que há 
uma diferença entre o 
formato da trajetória de cada 
uma dessas questões. 


Profinho, mas por que tem 
questões de plano inclinada 
em que a gente decompóe ёо 
peso P, em vez da normal ? 


Nas questões mais comuns de planos inclinados, o bloquinho move-se ao 
longo da rampa (Figura 21), descrevendo uma trajetória retilinea na direção 
da rampa (no referencial da Terra), indicando que devemos tomar um sistema 
de referência-padrão com o eixo 1 paralelo à rampa e o eixo 2 perpendicular à 
rampa. 

Nesse caso, a força que será decomposta (por estar fora dos eixos 1 e 2) será 
apenas o peso P do bloco, visto que a normal N já está sobre o eixo 2 (Figura 21). 
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Portanto, em cada situação-problema, devemos sempre identificar o sistema 
de eixos-padrao a ser usado na resolucáo, a fim de obter um diagrama de 


forças casado ao diagrama cinemático, facilitando o equacionamento da 
segunda lei de Newton. 


Portanto, em linhas gerais, ao iniciar a resolucáo de um problema de 


Dinámica, é interessante o estudante sempre atentar para os seguintes 
passos a serem seguidos: 


1) separe todos os corpos e coloque todas as forças que agem em cada um 
deles; 


2) identifique o formato da trajetória seguida pelo corpo (reta horizontal, reta 
inclinada, reta vertical etc); 


3) cada corpo deverá ganhar um par de eixos, sendo o eixo 1 de cada corpo 
posicionado sobre a sua trajetória retilinea, e o eixo 2 posicionado 
perpendicularmente ao primeiro eixo; e 

4) decomponha todas as forças que não cairam sobre o eixo 1 nem sobre o 


eixo 2 de cada corpo. As demais forças, em geral, não devem ser 
decompostas. 


Profinho, eu pensei em resolver 
essa questão no referencial do 
prisma e admitir que o bloquinho 
está em equilíbrio em relação ao 
prisma. Daria certo também ? 


Lembra o que falamos 
em nossa discussão 
sobre referenciais 
inerciais e referenciais 
não inerciais ? 


zaudete, não podemos resolver esse problema adotando o prisma como 
referencial e admitindo que o bloco esteja em equilíbrio nesse referencial. Por 
quê ? A resposta é que, conforme discutimos na página 45 (Figura 4), as leis 
de Newton só relacionam as forças que agem num corpo com as suas 
respectivas acelerações no referencial inercial (a Terra, por simplicidade), 


não sendo válidas num referencial não inercial (acelerado), como no caso do 
prisma dessa questão. 


Os problemas que resolveremos desse ponto em diante, ao longo dos 


capítulos 2 e 3, serão todos no referencial inercial, para que o leitor se 
familiarize com esse referencial. 


A partir do capítulo 4, quando tivermos adquirido mais experiência na 
resolução de problemas de Dinâmica no referencial inercial, aprenderemos a 
resolvê-los também no referencial acelerado com auxílio do Princípio da 


Equivalência de Einstein, que eu, professor Renato Brito, explicarei no 
Capítulo 4. Bom aprendizado ! 
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PROBLEMAS DE APLICAÇÃO 


Questão 149 - $ 

A figura mostra um aro circular de centro O localizado num plano vertical. 
Em seu interior, foram fixados três arames AB, AC e BC com mostra a figura. 
Uma pequena continha perfurada é abandonada do repouso do ponto A e 
desce sem atrito ao longo do arame AB, atingindo o ponto B num tempo tas. 
A mesma continha, quando desce o trecho AC, a partir do repouso, atinge o 
ponto C num tempo tac. Quando abandonada em C, essa continha desce ao 
longo do arame CB, sem atrito, atingindo o ponto B após um tempo tca. Se a 
gravidade local vale g, determine a relação entre os tempos tas, tac e tce. 
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Questão 150 - $' - Descendo em tempo mínimo 


A figura mostra uma rampa de comprimento variável cuja extremidade A é fixa 
ao solo enquanto sua extremidade superior pode ser encaixada em qualquer 
ponto B ao longo da parede vertical, de forma que a projeção horizontal da 
rampa tem comprimento constante L. Para qual inclinação a dessa rampa, 
um corpo, abandonado do repouso do ponto B, descerá completamente essa 
rampa AB num tempo mínimo ? A gravidade local vale g e todos os atritos são 
despreziveis. 


Questão 151 - $ - Erguendo uma pedra em tempo mínimo 

Deseja-se suspender uma pedra de massa m desde o solo até uma altura H. 
Para isso, amarra-se a pedra a uma corda de massa desprezível e puxa-se 
verticalmente pela extremidade livre. Sabendo-se que a corda suporta uma 
tração máxima T sem se partir, determine o tempo mínimo que será gasto 
para suspender essa pedra, de forma que ela atinja a altura final H em 
repouso. Considere g a gravidade local. 
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Questão 152 - $ - Empurrando os trés cilindros 

Trés cilindros idênticos são arranjados formando um triângulo eqüilátero como 
mostra a figura, com os dois cilindros inferiores apoiados no solo. Todos os 
atritos são desprezíveis. Uma força horizontal constante é aplicada 
exatamente na direção do centro do cilindro B. Para qual intervalo de valores 
da aceleração desse sistema os cilindros permanecem em contato entre si ? 


F 
As 
Questão 153 - $ - (ITA 96) 
Duas caixas de mesma massa M estão inicialmente em equilíbrio conectadas 
entre si por polia e fio ideais, num local onde a aceleração da gravidade vale 


g. Um bloquinho de massa m é suavemente colocado sobre um dos blocos, 


como mostra a figura. Com que força esse bloquinho pressionará a caixa 
sobre o qual foi colocado ? . 


FAS 


PE EEE A 
Fan ta 


M M 


Questão 153 Questão 154 


Questão 154 - $ 


Um macaco de massa m está agarrado a uma corda que passa por uma 
roldana fixa. A outra extremidade da corda está amarrada a uma caixa de 
massa M que repousa sobre uma superfície horizontal lisa. A gravidade local 
vale g. Determine a aceleração dos corpos em relação à Terra nos seguintes 
casos: 

a) o macaco permanece imóvel em relação à corda; 

b) o macaco tem aceleração b em relação à corda, para baixo; e 

c) o macaco tem aceleração b em relação à corda, para cima. 
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Questão 155 - $ - Inclinação para aceleração máxima 


A figura mostra duas rampas soldadas em L de forma a se manterem sempre 
perpendiculares entre si. Usando duas polias ideais, monta-se o sistema da 
figura composto por dois blocos de mesma massa igual a m conectados por 
um fio ideal. O conjunto encontra-se articulado em O, podendo girar em torno 
daquele ponto como mostra a figura. Determine: 

aja inclinação а a fim de que a aceleração adquirida pelos corpos seja 

máxima; 
b) a tração no fio nas condições do item a. 


Questão 156 - $ 

O sistema da figura se encontra no interior de um elevador que move-se 
verticalmente com aceleração constante de módulo a. A gravidade local vale 
g; todos os atritos são desprezíveis. Admitindo Ma > Мв, determine: 

a) a aceleração das caixas em relação ao elevador; 

b) a aceleração de cada caixa em relação à Terra; e 

c) a tração T no fio ideal. 


de fe 
/ Ө! 
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Questao 156 Questão 157 
Questão 157 - ф (Não deixe de ler a resolução comentada dessa questão) [157 a 161] 


Um vagão move-se sobre trilhos retos e horizontais, com aceleração escalar 
constante numa região em que g = 10 m/s?. Preso ao teto do vagão, há um 
pêndulo simples que se mantém em repouso em relação ao vagão, formando 
ângulo de 37º com a vertical. Sabendo que a massa da partícula presa ao fio é 
т = 4 kg e que os atritos são desprezíveis (sen37º = 0,60 e cos37? = 0,80) 
pergunta-se: 

a) O vagão está se movendo para a direita ou esquerda ? 

b) Qual o módulo da aceleração do vagão ? 

c) Qual o módulo da tração no fio ? 
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Questão 158 - ф' 


[157 a 161] 
No sistema representado na figura, os blocos A, B e C tém massas, 


respectivamente iguais, a 44 kg, 10 kg e 6 kg. Uma forca F é aplicada ao bloco 
A, de modo que o conjunto todo se move em relação ao solo, mas os blocos B 
e C permanecem em repouso, em relação a A. Sabendo que não há contato 
entre os blocos А e C e que os atritos são desprezíveis, determine o módulo 
da aceleração do conjunto em relação ao solo, bem como da força F. 


Questão 159 - (ITA) 


[157 a 161]. 
Um prisma de massa m encontra-se apoiado sobre a superfície de inclinação 


a de um carrinho de massa M que se move sobre um solo horizontal. 
Determine a força F com que se deve empurrar o carrinho a fim de que o sistema 
se mova sem que o prisma escorregue em relação ao carrinho. 
A gravidade local vale g e todos os atritos são desprezíveis. 


| m = 
F F { m? 
—> pS 4 / 
М ЕТ a 
Questão 159 Questão 160 


Questão 160 - $ [157 a 161] 
No sistema mostrado na figura, a gravidade local vale g, o fio é ideal e todos 
os atritos são despreziveis. Determine: 


a) com que força F se deve puxar o carrinho de massa M de forma que o 
bloco de massa m fique na iminência de perder o contato com a superfície 
de inclinação a; 


b) a tração no fio, nas condições do item a. 
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Questão 161 - $ [157 a 161] 
A figura mostra um caminhão de massa M que move-se em trajetória retilinea. 
Um pêndulo de massa m e comprimento L pende de sua traseira, amarrado a 
um ponto de suspensão, a uma altura h em relação ao solo. Se a gravidade 
local vale g, o prof. Renato Brito pede para você determinar : 


a) a partir de qual valor de aceleração do caminhão, o pêndulo perderá contato 
com o solo; e 
b) a tração no fio, nessa situação. 


Questão 162 - é [162 a 165] 
Um bloco A, de massa 10 kg, está apoiado sobre a face horizontal plana de 
um prisma B, que desce por uma rampa fixa ao solo, como mostra a figura, 
sem que A escorregue sobre B. Não há atrito o bloco B e o prisma. Sendo 
sena = 0,6 e cosa = 0,8, determine a força normal e a força de atrito exercidas 


sobre o bloco A. 
рес | 
V. B a 
"а А SS 


ы а 


Questào 162 Questão 163 
Questào 163 [162 a 165] 
O prof. Daniel Leite, de massa m = 50 kg, está sobre uma balança de molas, 
a qual está fixa a um carrinho B, que desce uma rampa sem atrito, como 
mostra a figura. Existe atrito entre os pés dele e a balanga. Determine a 
marcação da balança, supondo que seu mostrador esteja calibrado em 
newtons. São dados: g = 10m/s? e sena = 0,20. 


Questão 164 - $ [194] 

A figura mostra um bloco A (massa m) sobre a superfície horizontal de um 
prisma B (massa M) que, por sua vez, encontra-se apoiado sobre uma rampa 
fixa ao solo, de inclinação a com a horizontal. Se o sistema é abandonado do 
repouso e todos os atritos são desprezados, qual a direção, o sentido e o 
valor da aceleração adquirida pelo bloco A ? A gravidade local vale g e todos 
os atritos são desprezados. 
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А 
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Q 30° 
Questão 164 Questão 165 
Questão 165 - $ [162 a 165] 


A figura mostra uma caixa de massa M amarrada a um fio que passa por uma 
polia e se conecta a um prisma triangular. Este prisma se encontra apoiado 
sobre um plano inclinado liso, que forma um ángulo de 30º com a horizontal. 
A gravidade local vale g. Estando o sistema inicialmente em equilíbrio, um 
pequeno bloco de massa M é colocado sobre a superfície horizontal do 
prisma, que passa a descer acelerado, sem que o bloco escorregue em 
ге!асао ao prisma. О prof. Renato Brito pede que vocé determine: 

a) a normal М trocada entre o bloco e o prisma; e 

b) a força de atrito Fat que o prisma exerce sobre o bloco. 


m. 


passe desse ponto sem antes ler o 
Tópico Especial 2 sobre Vínculos 
geométricos no Capitulo 7. 


Para não ficar como eu, voando, não К a 


Questáo 166 - ф' (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [166 a 167] 
A figura mostra duas caixas, A e B, apoiadas sobre uma tábua fixa. O fio é 
perfeitamente flexível e não há atritos a considerar. Considere g = 10 m/s?. 
São dadas as massas ma = 40 kg e ms = 24kg. O prof. Renato Brito pede 
para você determinar as acelerações a (do corpo A) e B (do corpo B) e y (da 
polia) em cada um dos seguintes casos: 

а) F = 400 №; 

b) Е = 720 №; 

С) Е = 1200 N. 
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Questão 167 (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [186 a 167] 
O eixo da roldana indicada na figura é impulsionado por uma forga F de baixo 
para cima. Despreze o atrito do mancal e a massa do fio e da roldana. 
O corpo m4 possui massa igual a 2 kg, e o outro corpo amarrado na outra 
extremidade da roldana possui massa mz = 4 kg. O corpo de massa mo está 
inicialmente apoiado na horizontal. Faça um diagrama das forças sobre a 
roldana e sobre cada um dos blocos. Determine: 

a)o maior valor que a força F pode ter, de modo que mz permaneça em 

repouso sobre a superfície; 
b) as acelerações dos blocos 1 e 2 e da polia, supondo F = 100 М. 


F AN 
To b. 
ЖС ч n 
|“ 
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Questão 166 Questáo 167 


Questão 168 - $ [168 a 178] 
No sistema representado na figura, os fios e as polias são ideais, não há atrito 
e as massas dos blocos A, B e C sáo respectivamente iguais a 15kg, 10kg e 
24kg. A aceleração da gravidade tem módulo 10 m/s?. Sendo aa, ав e ac os 
módulos das acelerações dos blocos A, B e C, respectivamente, determine: 

a) os valores de aa, as e ac; 

b) o módulo da tração no fio que está ligado ao bloco A. 


А à в AN A 


C . 
Questáo 168 Questão 169 


Questáo 169 - $ [168 a 178] 
A figura mostra duas polias fixas ao teto e uma polia móvel, todas de massas 
despreziveis. Se as massas das caixas a, b e c valem, respectivamente, З kg, 
2 kg e 1 kg, o prof. Renato Brito pede para você determinar as acelerações de 
cada uma das caixas, indicando o sentido. Adote g = 10 m/s? e despreze atritos. 
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Questáo 170 (Leia previamente todo o capitulo 7 e retorne) 


[168 a 17€) 


No sistema abaixo, determine as aceleragóes de cada bloco em fungáo da 
gravidade local g. 


Questão 170 Questão 171 
Questão 171 


[168 a 178] 
No sistema representado na figura, os fios e as polias são ideais. 


A aceleração da gravidade tem módulo 10 m/s? e as massas de A e B são 
respectivamente iguais a 3,0 kg e 8,0 kg. Calcule: 
a) as acelerações de A e B; 


b) a tração no fio ligado ao bloco A. 
Questão 172 


[168 a 178] 
No sistema representado na figura, os fios e as polias são ideais e não há 


atrito entre o bloco A e a superfície de apoio. A aceleração da gravidade tem 
módulo 10m/s? e as massas dos blocos A e B são respectivamente iguais à 
2 kg e 12 kg. 


a) Determine as acelerações dos blocos A e B; 
b) Determine a tração no fio ligado ao bloco A. 


Questào 172 Questão 173 
Questão 173 


[168 a 178] 
Considere o sistema representado na figura, onde os fios e as polias São 


ideais. A aceleração da gravidade tem módulo 10 m/s? e as massas de A e B 


Sáo respectivamente iguais a 3 kg e 2 kg. Sendo a4 e ав os módulos das 
aceleragóes dos blocos A e B, determine: 


a) os valores de aa e ав; 
b) o módulo da tracáo no fio ligado ao bloco A. 
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Questão 174 - é (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [166 a 178] 
Na figura, os fios e polias são ideais e as massas пи, пъ e ms valem 
respectivamente m, 2m e m. Se a gravidade local vale g, pede-se determinar a 
aceleracáo de cada caixa. 


йй 

IN 
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m3 A 
Questáo 174 | С) O ma r3 
A r3 m 
Questào 175 m3 LJ 2 
Questão 175 - $ [168 a 178] 


Na figura, os fios e polias são ideais e as massas mı, mo e ms valem 
respectivamente m, 2m e m. Se a gravidade local vale g, pede-se determinar a 
aceleração de cada caixa. 


Questão 176 [168 a 178] 
Na figura, todos os fios e polias são ideais. As massas das caixas A, B e С 
valem respectivamente M, 2M e ЗМ e a gravidade local vale g. Determine a 
direção, o sentido e o valor da aceleração adquirida por cada bloco. 


— 
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A 
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Questão 176 Questão 177 


Questão 177 [168 a 178] 

Na figura, todos os fios e polias são ideais. As massas das caixas A, B e C 

valem respectivamente 4M, 4M e 2M e a gravidade local vale g. Se o sistema é 

abandonado do repouso estando, A e C numa mesma horizontal: 

a) Determine a direção, o sentido e o valor da aceleração adquirida por cada 
bloco; 

b) Mostre que os blocos A e C sempre estarão a uma mesma altura, após o 
sistema ser abandonado do repouso. 
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Questão 178 (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [168 a 178] 
Na figura, todos os fios e polias são ideais. As massas das caixas A, B e C 
valem respectivamente 1M, 3M e 2M e a gravidade local vale g. Determine a 
direção, o sentido e o valor da aceleração adquirida por cada bloco. 


1 
Жы 
in. 


А3 a 


©] 
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Questão 179 - $ [179, 180] 


Na figura, todos os fios e polias são ideais. As massas das caixas А,В,С e D 
valem respectivamente m, 2m, 3m e 6m e a gravidade local vale g. Determine a 
direção, o sentido e o valor da aceleração adquirida pelo bloco D. 


e de 


(IN P edi TER 
3 [elle 
m; m2 Ma Ma ms Ma m; Ma 
Questão 179 


Questão 180 


Questão 180 - $ (179, 180] 


Na figura, todos os fios e polias sáo ideais. Supondo conhecidas todas as 
massa mı, mz, ma, .. 


determine: 


a) a tração em cada um dos fios conectados diretamente aos blocos; 
b) a aceleração de cada um dos 8 blocos. 


-., Tis de todos os blocos, bem como a gravidade local g, 


2 Dinámica Retilinea no Referencial Inercial 69 


Questão 181 - Máquina de Atwood em Р.С. 

A máquina de Atwood da figura consiste de um 

sistema de n+1 massas m, m/2, m/4, my8, ..... ,m/2^ 

conectadas por fios e polias ideais. 

a) Pendure uma massa m/2" na extremidade livre da 
corda da última polia. Quais as aceleragóes as, az, 
аз, ..... anı adquiridas por cada massa do m/2 "m 
sistema ? 13 

b) Agora, remova essa massa m/2" (que era arbitra- 
riamente muito pequena, para um grande valor de 
n) que havia sido pendura no item a. Quais as е \ 
acelerações aí, az, аз, ..... anı adquiridas por 
cada massa do sistema nessas circunstâncias ? ‚т/2° 17 ? 


Questão 182 - $ [182, 183] 
Na máquina de atwood da figura, qual deveria ser a massa M, em função de 
mı e mz, para que ela permanecesse em repouso ? A gravidade local vale g. 


Questão 183 - é - Máquina de Atwood infinita (182, 183] 
O sistema da figura é composto por infinitas caixas de mesma massa m 
sucessivamente conectadas através de fios e polias ideais. Se a gravidade 
local vale g, utilizando a idéia da questáo anterior (o conceito de inércia 
equivalente) determine: 

a) a aceleracáo da primeira caixa de cima (caixa branca); 

b) a tracáo no fio que prende a primeira polia de cima ao teto. 


H m LJ 
| | mi Д 
М (e) Mis 
. m Кы . 
m3 Em, 
1 m E 
Questão 182 Questao 183 
Questão 184 - $ - Fileira de polias [184. 185] 


A figura mostra um sistema composto por 3 polias móveis (polias cinzas) e 
3 + 2 = 5 caixas idênticas de mesma massa m conectadas por fio e polias 
ideais. Se o sistema contivesse N polias móveis e, portanto, N+2 caixas de 
mesma massa m, qual seria a aceleração de cada caixa ? A gravidade local 
vale g. 
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Questão 185 - $ - Carrossel de polias 1184. 185] 


A figura mostra um sistema composto por N polias fixas suspensas ao longo 

de uma grande argola circular horizontal. Um conjunto de N polias móveis 

está suspenso ao conjunto de polias fixas através de um único fio ideal que 

dá a volta em todo o percurso circular (looping). М caixas de massas Mi, Ma, 

ma, ....,mw estão presas às N polias móveis suspensas pelo fio. 

a) Qual a aceleração ai da i-ésima caixa de massa mi ? Я 

b) Se apenas а massa de uma das caixas for nula (тк = 0), qual aceleração 
ela irá adquirir ? E as outras N-1 caixas ? 

c) Se N-1 caixas forem idénticas e tiverem massa muito menor do que a 
caixa remanescente, que aceleração as caixas vão adquirir ? 


1 è) { * | NE À c.) 2 Т 
1 2 + Fi 1; 
r^ a a ES ыз o 
- Ls — i Mn f m4 ы: ma 
Questáo 184 Questáo 185 
Questáo 186 - $ - Problema das N polias móveis [186 a 188] 


A figura mostra um sistema composto por 1 polia fixa e um conjunto de N 


polias móveis (cinzas) ideais. Determine as acelerações dos blocos em função de 
Neg. 
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Questáo 186 Questáo 187 Questáo 188 


Questáo 187 - $ [186 a 188] 


A figura mostra uma máquina de Atwood com duas massas iguais a т. 
O eixo da polia inferior tem duas extremidades de cordas presas a ele. 
Determine a aceleração de cada caixa. А gravidade local vale д. 
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Questão 188 - $ (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [186 a 188] 
Na máquina de Atwood da figura, as duas polias inferiores (destacadas em 
cinza) tém massa m cada uma. O fio ideal escorrega ao redor das polias sem 
nenhum atrito (portanto, você não precisa se preocupar com a inércia 
rotacional das polias). Se a gravidade local vale g, determine as acelerações 
das polias móveis (destacadas em cinza). 


Questão 189 - $ [189, 192] 
A figura mostra dois blocos A e B de massas ma = 2 kg e тв = 6 kg puxados 
por uma força de intensidade F = 14 N sobre um solo liso. O prof. Renato Brito 
pede que você determine: 


= а : 
a)a асеегасао de cada bloco; F P =5) 
b) a tração no cabo B тыт «€ 

Г л 
Questão 190 - $ [190, 193] 


Determine a aceleração da barra A e da cunha B na figura abaixo, sabendo 
que a razáo entre as massas тв e ma vale n, a gravidade local vale д e todos 
os atritos sao despreziveis. 


aM Ma / 
Es = p t ==» 2 f— 
А| Lo | NA | 
кы ТЧ бот NV m | 
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Questão 190 Questão 191 
Questão 191 - $ [191, 194] 


Sejam dois cubos idénticos de mesma massa m: = 3 kg e uma cunha de 
massa mz = 2 kg e seção triangular equilátera simetricamente posicionada 
entre eles. Desprezando-se todos os atritos, pede-se determinar a aceleração 
vertical adquirida pela cunha, quando o sistema for abandonado a partir do 
repouso (g = 10 m/s?). 


Questão 192 (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [189. 192] 
A figura mostra dois blocos A e B de massas ma = 8 kg e me = 6 kg, puxados 
por uma força de intensidade F = 56 М sobre um solo liso. O prof. Renato 
Brito pede que você determine : 


a) a aceleração de cada bloco; 
b) a tração no cabo 


conovoo nn 
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» Questáo 193 (Leia previamente todo o capitulo 7 e retorne) 
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[190, 193] 
Na figura abaixo, uma barra vertical de massa 1 kg encontra-se apoiada 
sobre uma cunha de massa 4 kg e dimensões h = 60 cm e comprimento 
L = 30 cm livre para se mover sobre um solo horizontal. Se a gravidade local vale 


g = 10 m/s? e todos os atritos são despreziveis, determine: 
а) a aceleração vertical de descida da barra; 
b) a correspondente aceleração horizontal da cunha. 


« L > 
Queslão 193 
x Questão 194 


Questão 194 


[191, 194] 
Sejam dois blocos idénticos de mesma massa M = 4 kg e uma cunha de 
massa m = 2 kg e seção triangular isósceles simetricamente posicionada 
entre eles. A altura L do triângulo isósceles é congruente à sua base L. 
Desprezando-se todos os atritos, pede-se determinar a aceleração vertical 


adquirida pela cunha, quando o sistema for abandonado a partir do repouso 
(g = 10 m/s?). 


Questão 195 - é (Leia previamente todo o capitulo 7 e retorne) [195 a 197] 
Na figura, todas as polias e fios são ideais, bem como todos os atritos são 
desprezíveis. Abandonando-se o sistema do repouso, pede-se determinar a 


aceleração da cunha de massa M em relação à Terra. A massa do bloco vale 
m e a gravidade local vale g. 


M 1 ha M | jm 


Questão 195 
Questão 196 


Questão 196 


{195 a 197] 
А figura mostra um bloco de massa m pendurado verticalmente por um fio 


ideal e encostado em um carrinho de massa M, que pode deslizar sem atrito 
num solo horizontal. O prof. Renato Brito pede para você determinar a 


aceleração a adquirida pelo carrinho, quando o sistema é abandonado a partir 
do repouso. 
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Questão 197 - $ (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [195 a 197] 
No sistema representado na figura, não há atritos, o fio é inextensível e tem 
peso desprezivel. No local, a intensidade da aceleração da gravidade vale д. 
Ignorando a influência do ar, calcule o intervalo de tempo que o corpo B 
(de massa m) leva para atingir a base do corpo А (de massa M), quando é 
abandonado de uma altura h em relação a A. 


—39 


E a S 


Questão 197 Questão 198 


Questão 198 - $ [198 a 200, 208] 
A figura mostra uma cunha de massa M parada sobre uma superfície 
horizontal lisa. Determine a aceleração com que ela se moverá, quando um 
bloco de massa m for abandonado sobre a sua superficie inclinada em um 
ángulo a com a horizontal. Sabe-se que a gravidade local vale g e todos os 
atritos são desprezíveis. 


ME 
M i tb 
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Questão 199 В Questao 200 
Questão 199 [198 a 200] 


Um bloco de massa m é abandonado em repouso sobre um carrinho de 
massa M - 2m. Se o sistema pode deslizar sem atrito, o prof. Renato Brito 
pede para você determinar a aceleração a adquirida pelo carrinho em função 
da aceleração da gravidade local g. Dado: a = 45º. 


Questão 200 - $ (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [198 a 200] 
A figura mostra uma cunha de massa M e inclinação a inicialmente parada 
sobre o solo horizontal liso. Sabendo que, quando um bloco é abandonado 
sobre a superfície inclinada lisa da rampa, passa a descrever uma trajetória 


retilínea de inclinação В com a horizontal, pede-se determinar a massa do 
referido bloco. 
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Questão 201 - $ (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [201 a 205] 
Na figura, os blocos de massas ma = 4 kg, тв = 6 kg e mc = 2 kg encontram- 
se inicialmente em repouso. Desprezando eventuais atritos, o prof. Renato 


Brito pede para você determinar a aceleração adquirida pelos blocos A, B e C. 
Dado: g = 10 m/s? e a = 45? 


A I A a m4 


Questào 202 


Questão 201 


Questào 202 (IME) [201 a 205) 


A figura mostra trés blocos, que podem se mover sem atrito. Sendo a = 30°, 
determine a relação entre mı, mz e ms para que os blocos se movam, sem 
que тз escorregue ет relação a mr. 


Questão 203 - $ (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [201 a 205] 
Na figura, as massas m da caixa e M da cunha, assim como o ângulo a da 
rampa, são conhecidos. Todos os fios são ideais e os atritos são desprezíveis. 
Pede-se determinar a aceleração adquirida pela cunha. A gravidade vale 0. 


Questões 203 Questão 204 ~ Versão 1 


Questão 204 – Versão 1 - $ [201 a 205] 
Na figura, as massas m da caixa e M da cunha, assim como os ângulo a e f, 
são todos conhecidos. Todos os fios são ideais e os atritos são desprezíveis. 
Pede-se determinar a aceleração adquirida pela cunha. A gravidade vale g. 
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Questão 204 — Versão 2 [201 a 205] 
Na figura, as massas m da caixa e M da cunha, assim como os ângulo a e B, 
são todos conhecidos. Todos os fios são ideais e os atritos são desprezíveis. 
Pede-se determinar a aceleração adquirida pela cunha. A gravidade vale д. 


Questão 205 - é (Leia previamente todo o capítulo 7 e retorne) [201 a 205] 
Na figura, após o pêndulo ser abandonado do repouso, o bloco acelera para a 
esquerda de forma que a inclinação « do pêndulo com a vertical permanece 
constante. O prof. Renato Brito pede que você determine a massa do bloco e 
a sua aceleração, em função da massa da bola m, da gravidade local g e do 
ángulo a. Todos os atritos são despreziveis; fios e polias são ideais. 


Questão 204 — Versão 2 Questão 205 


Questão 206 - $ [206, 207] 


No sistema da figura, a bolinha tem uma pequena abertura que permite o fio 
passar através dela com algum atrito. No instante inicial, a bolinha estava 
posicionada exatamente no mesmo nível horizontal da extremidade inferior da 
barra. Quando o sistema é abandonado a partir do repouso, os corpos se 
movem com aceleração constante. 

Determine a intensidade da força de atrito cinética trocada entre o fo e a 
bolinha, sabendo que, t segundos após o início do movimento, a bolinha 
atinge o mesmo nível horizontal da extremidade superior da barra. O 
comprimento da barra vale L, a gravidade local vale g e as massas da barra e da 
bolinha valem, respectivamente, M e m, com М > m. 


|, 


Questào 206 Questão 207 
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Questão 207 - é (Leia previamente todo o capitulo 7 e retorne) [206. 207] 


No arranjo mostrado na figura, a massa da bolinha 1 é n vezes maior (n < 2) 
que a da barra 2, cujo comprimento vale L. As massas dos fios e polias são 
despreziveis, bem como os atritos. A bolinha se encontra fixa à extremidade 
do fio, inicialmente posicionada no mesmo nivel horizontal da extremidade 
inferior da barra. Se o sistema é abandonado do repouso no instante t = 0, 


determine o instante em que a bolinha passará pelo mesmo nivel horizontal 
da extremidade superior da barra. 


Questão 208 


A figura mostra uma cunha de inclinacáo 37? inicialmente parada sobre o solo 
horizontal liso. Sabendo que, quando um bloco de massa m é abandonado 
sobre a superfície inclinada lisa da rampa, passa a descrever uma trajetória 


retilínea de inclinação 45º com a horizontal, pede-se determinar a massa da 
cunha. (sen37° = 0,6, cos 37? = 0,8) 


Questão 209 - $ [209, 210) 


A figura mostra um sistema formado por dois blocos de massas M1 = 10 kg e 
M? = 10 kg, conectados entre si através uma corrente AB. О sistema se move 
acelerado ao longo de um solo horizontal liso devido à ação de uma força 
F constante de intensidade 120 N. O ponto mais baixo da corrente a divide em 
duas partes Ao e oB de massas 4 kg e 6 kg respectivamente. Sendo 
g = 10 m/s2, o prof. Renato Brito pede para você determinar: 

a) as trações em cada extremidade da corrente; 

b) a tração no ponto mais baixo dessa corrente (ponto o); 

C) os ángulos de ig a е В na figura. 


B— AA 
pu ғ 


| 

| 

Мі в | 
| 


( 
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Questão 210 {209. 210] 
Uma corrente flexível, suspensa num OS A dés i 
plano vertical, tem suas extremidades 
formando um ângulo « com a horizontal. 
Se a tração em cada extremidade vale T, 
o prof. Renato Brito pede que vocé 
determine: 

а) o peso da corda; 

b) a tração em seu ponto médio. 


Questão 211 - $ [211, 212] 
Um sistema composto por quatro bolas iguais, conectadas entre si por cinco 
molas ideais idénticas, está pendurado ao teto como mostra. O prof. Renato 
Brito pede que você determine as acelerações de cada bola, logo após o fio 
ser cortado. 


Questão 212 [211. 212] 
Um sistema, composto por duas bolas de massas m: e mz conectadas entre si 
através de uma mola ideal, está pendurado ao teto como mostra a figura. 
O prof. Renato Brito pede que vocé determine as aceleragóes de cada bola, 
logo após o fio ser cortado. 
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Questão 213- é Não deixe de ler o comentário dessa questão) (213 a 215] 
A caixa da figura tem peso P = 20N, está submetida a duas forças F1 = 50N e 
Е2 = 20N e encontra-se em equilíbrio estático. 

a) Determine a direção, sentido e intensidade da força de atrito Fat. 


Fr | F2 


b) О que se pode afirmar sobre o valor do coeficiente de atrito estático ш 
entre essa caixa e a superfície horizontal ? 

с) Se uma força Ез = 15N for acrescentada ao sistema como na figura abaixo, 
a caixa ainda ficará em equilíbrio estático ? Qual será a nova intensidade da 
Fat ? 


Fi a F 
F3 


d) Se a intensidade da força F3 fosse 80 N, na figura acima, a caixa ainda 
ficaria em equilibrio estático ? 

e) Ainda na figura acima, qual o maior valor possível da força F3 para o qual 
se pode garantir que a caixa certamente não escorregará ? 


Questão 214 [213 a 215] 


A figura A mostra uma caixa A, de massa 3m, apoiada sobre uma superfície 
áspera e conectada a uma caixa B, de massa 2m, através de polia e fio 
ideais. O sistema encontra-se em equilíbrio estático. 


a) É possível determinar o coeficiente de atrito estático entre a caixa A e o 
plano horizontal, nessas condições ? Justifique. 
b) Determine a maior massa possível para a caixa C que foi adicionada ao 


sistema (figura B) para a qual ainda se pode garantir que as caixas 
permanecerão em equilíbrio estático. 


Figura A figura B 
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Questão 215 - $ [213 a 215] 


As caixas A e B da figura abaixo tém massas m e 2m, respectivamente. Se 


о sistema encontra-se em equilíbrio estático e a gravidade vale g, então a 
intensidade da forca de atrito que age na caixa B vale : 


a)m.g b) m.g /2 c)m.g/3 d) m.g /4 e) zero 


Questão 215 Questão 216 


Questão 216 - $ 


Uma caixa de massa M foi lançada num solo horizontal áspero com 
velocidade inicial Vo e pára de se mover após um tempo T, tendo percorrido uma 


' distância D. Se a caixa fosse lançada com uma velocidade duas vezes maior : 


a) a caixa iria para num tempo 2T, após percorrer uma distância 20; 
b) a caixa iria para num tempo T, após percorrer uma distância 2D; 
c) a caixa iria para num tempo 2T, após percorrer uma distância D; 
d)a caixa iria para num tempo 2T, após percorrer uma distância 4D; 
e) a caixa iria para num tempo 4T, após percorrer uma distância 2D. 


Questão 217 - $ [217 a 221) 
A caixa da figura foi abandonada no ponto mais alto do plano inclinado e leva 
5 s para escorregar até lá embaixo. Sendo 9 = 10 m/s2, determine o coeficiente 
de atrito cinético entre a caixa e o plano inclinado. 


20m 


Questão 218 - é - (UECE) [217 а 221) 


Um pequeno bloco desliza sem atrito ao longo de um plano inclinado de 45? 
com a horizontal. A fim de que a aceleração de descida se reduza à metade, е 
necessário que haja atrito entre o plano e o bloco. Determine o valor do 
coeficiente de atrito para que isto ocorra. 
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Questão 219 - $ [217 a 221] 


Um pequeno bloco foi lançado ladeira acima com velocidade inicial v ao longo 
de uma rampa inclinada áspera como mostra a figura. Responda: 


a) Qual dos gráficos melhor representa o módulo da aceleração do bloco 
durante seu movimento de sobe e desce ao longo dessa rampa ? 

b) Qual dos gráficos melhor representa o módulo da velocidade |v| do bloco 
durante seu movimento de sobe e desce ao longo dessa rampa ? 


de - . 
Г 
| 


| 
DE И 


— 91 


(Vi) " 


t 


(iV) 


Questão 220 - $ [217 a 221) 
Na questão anterior, se a rampa fosse lisa, o tempo de subida do bloco seria 
igual ao ao tempo de descida. Entretanto, a presença do atrito adiciona uma 
assimetria ao sistema. 

a) Na presença do atrito, quem é maior: o tempo de subida ou o de descida ? 


b) Determine a razão taesc / sub entre esses tempos em função da inclinação a 
da rampa e do coeficiente de atrito cinético p. 


Questão 221 - $ [217 a 221] 
Um pequeno bloco de massa m é lancada ladeira acima ao longo de uma 
rampa que forma um ángulo a com a horizontal. O prof. Renato Brito pede 
para você determinar o coeficiente de atrito u, sabendo que o tempo de 
subida do bloco é n vezes menor do que o seu tempo de descida. 
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Questão 222 - $ (222, 223] 
Dois blocos A e B foram abandonados em repouso, conectados entre si 
através de um fio ideal e uma polia, como mostra a figura. Analise se haverá 
escorregamento ou não e determine a intensidade da tração T no fio ideal, 
conhecendo a massa de cada bloco e os coeficientes de atrito. Admita 
9 = 10 nvs?. Considere os dois casos a seguir: 

а) ma = 8 kg, me = 2 kg, pe = 0,5 e рс = 0,4 

b) ma = 2 kg, тв = 8 kg, pe = 0,8 e uc=0,4 


Questão 223 [222, 223] 


Na situacáo esquematizada na figura, os blocos A e B tém massas iguais a 


6 kg e 4 kg respectivamente, os coeficientes de atrito valem ue = 0,7 e 
uc = 0,5 e a inclinação da rampa vale a = 37? (sen37? = 0,6 cos 37º = 0,8). 
Quando o sistema é abandonado do repouso, determine: 

8) se o bloco irá escorregar ou náo; 

b) a intensidade da força de atrito e da tração no fio. 


F | n" 
E ж JE 


Questão 222 Questão 223 


Questão 224 - $ [224 a 229] 


Um bloco A, de massa 4 kg está sobre um bloco B de massa 8 kg, que 
repousa sobre uma superfície plana horizontal sem atrito. O coeficiente de atrito 
estático entre o bloco A e o bloco B é pe = 0,20. Calcule a máxima intensidade 
de uma forca horizontal F que pode ser aplicada sobre o bloco B, de modo 
que o conjunto se mova sem que A escorregue sobre B. 


po d^] ÍA] EE F ЧА] ge xA] =A] 
Eta 43 | 21% в] 


caso 1 - se F não for muito grande, as caixas se moveráo com caso 2- se F for muito grande, a caixa B acelerará mais 
a mesma aceleração em relação à Terra (aa = ag) do que a caixa A, e ultrapassará a caixa A (aa? ал). 
Questão 225 - $ [224 a 229] 


Um bloco A, de massa 4 kg está sobre um bloco B de massa 8 kg, que 
repousa sobre uma superfície plana horizontal sem atrito. Os coeficientes de 
atrito estático entre o bloco A e o bloco B valem uc = 0,16 e ye = 0,20. Uma 
força horizontal de módulo F = 14,4 N é aplicada sobre o bloco A como 
mostra a figura. 

a) Determine as acelerações dos corpos em relação à Terra; 

b) Se o bloco B tem um comprimento L = 2,4 m, determine quanto tempo levará 

para que o bloco А caia de cima do В. 
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F F F F Р Es E 
sa. A XL 4А} AL 5А | 
4 _ B | Bj в] docas x B | 
caso 3 - se F não for muito grande, as caixas se moveráa com caso 4 - se F for muito grande, a caixa A acelerará mais 
a mesma aceleração em relação а Terra (aa = aa) do que a caixa B, e ultrapassará a caixa B {aa > ав) 
Questão 226 - (Olimpíada Brasileira de Física ) [224 a 229] 


Um bloquinho de massa igual a m = 1 kg repousa sobre a extremidade de 

uma prancha de comprimento L = 1 m e massa M = 2 kg, como mostra a figura 

abaixo. Os coeficientes de atrito estático e cinético entre o bloquinho e a 

prancha valem pe = 0,6 e ис = 0,5. Se a gravidade local vale 9 = 10 m/s?, 

determine: 

a) a maior valor da forca horizontal F com que se pode puxar a prancha, sem 
que o bloquinho escorregue em ге!асао a ela. 

b) o tempo que o bloquinho levará para cair da extremidade oposta da 
prancha, caso seja aplicada à rampa uma força F = 19 N. 


luestáo 227 - $ [224 a 229] 
rrês blocos A, B e C, de massas respectivamente 2M, 4M e 8M, encontram- 
se empilhados e apoiados em um solo horizontal áspero, num local onde a 
gravidade vale g. Sabendo que os coeficientes de atrito entre os pares de 
blocos valem рав = 0,1 , uec = 0,3 e p c-chão = 0,1, a máxima força F 
horizontal aplicada ao bloco B, que ainda mantém todos os corpos em 
repouso entre si e em relação ao chão, vale: 
a) 1,2.M.g 
b) 1,4.M.g 
c) 1,6.M.g 
d) 1,8.M.g 
e) 2,0.M.g 


Questão 228 - $ {224 a 229] 
As caixas da figura tém massas ma = 5 kg, тв = 10kg e mc = 30 kg. А mesa é lisa 
e os coeficientes de atrito entre os blocos A e B valem pe = 0,6 e pc = 0,4. 
Se o sistema for abandonado a partir do repouso, determine: 

a) a tração no fio durante o movimento dos corpos; 

b) a força que a caixa B exerce na caixa A. 
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Questão 229 - $ [224 a 225] 

А figura mostra dois blocos А e В e um carro С, todos com a mesma massa 

conectados por fio e polia ideais. Existe atrito em todas as superfícies. 

Os coeficientes de atrito estático e cinético entre o bloco A e a superfície 

horizontal valem respectivamente pe e ис. Determine: 

a) a aceleração máxima que o carro pode desenvolver de forma que o bloco A 
ainda permaneça em repouso. 

b) a aceleração que o carro deverá desenvolver a fim de que o bloco B suba 
com velocidade constante; 


Questão 228 Questão 229 


Questão 230 - $ 

Um bloco de massa m = 2 kg foi abandonado sobre um prisma de secção reta 
triangular, de massa M = 4 kg, como mostra a figura. O prof. Renato Brito 
pede para você determinar qual o menor coeficiente de atrito q permitido entre 
o solo e o prisma, a fim de que este não se mova para a esquerda durante a 
descida do bloco. Desconsidere qualquer atrito entre o bloco e o prisma. 


ak 


-— 15 m——» 


Questão 231 - $ 

A figura mostra uma caixa em repouso sobre uma rampa áspera. Se o ángulo 
а que a rampa forma com a horizontal for gradualmente aumentado no 
intervalo (0, 90º), o prof. Renato Brito pede para você determinar qual dos 
gráficos a seguir melhor descrevem o comportamento da força de atrito que 
age sobre a caixa, em função do ângulo a: 
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EX ard a 
a) b) с) 
| Fat Fat Fat 
a s ý 
d) e) 
NA | 
a a 
uestão 232 - $ [232 a 234] 


sm bloco de massa m é mantido em equilibrio estático, encostado em uma 
parede vertical, aplicando-se a ele uma força horizontal F, como mostra a 
figura. Adote g = 10m/s?. 
a)Admitindo pe = 0,40 , determine os valores possíveis para a intensidade de 
F de forma que o bloco de massa m = 80 kg permaneça em equilibrio 
estático. 
b)Admitindo F = 400N, determine os valores possíveis para o coeficiente de 
atrito estático pz entre o bloco e a parede de forma que o bloco de massa 
m=80kg permaneça em equilíbrio estático. 
c) Admitindo F = 400N e pe = 0,40 , determine os valores possíveis para a 
massa m de forma que o bloco permaneça em equilibrio estático encostado na 
parede. 


Questão 232 Questão 233 
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Questão 233 (232 a 234] 
Na figura a seguir, está representado um bloco de 2,0 kg sendo pressionado 
contra a parede por uma força F. O coeficiente de atrito estático entre esses 
corpos vale 0,5 e o cinético vale 0,4. Se uma força F = 50 N for aplicada no 
bloco numa direção que forma um ângulo a = 37º com a vertical, determine: 

a) se o bloco escorrega ou não; 

b) a força de atrito que agirá no bloco; 

c) a direção, sentido e valor da aceleração adquirida pelo bloco. 


Questão 234 - $ (232 a 234] 

Um bloco A, apoiado em uma superfície plana horizontal sem atrito, move-se 

em movimento acelerado de aceleração a, empurrado por uma força 

horizontal F. O bloco A por sua vez empurra um bloco B, como mostra a 

figura, de modo que B não caia. Adote g = 10 m/s? e suponha que o 

coeficiente de atrito estático entre os blocos A e B seja igual a p. : 

a) supondo н = 0,25 , determine os valores possíveis para o módulo de a. 

b) supondo p = 0,25 e que as massas de A e B sejam ma = 6 kg e ms = 4 kg, 
calcule a faixa de valores possíveis para F a fim de que B não escorregue 
para baixo. 

с) supondo que a caixa se move com aceleração a = 25 m/s?, calcule os 
valores possíveis de н a fim de que В não escorregue para baixo. 


a 
“ш » F 
p OR 
7 aL 
o MO ES M 
Questáo 234 Questão 235 e 236 
Questão 235 - & - Força mínima para escorregar (235 a 239] 


O caixote de massa M da figura se encontra apoiado sobre um plano 
horizontal áspero. O coeficiente de atrito entre o material da caixa e o plano 
vale н. Se a gravidade local vale g, o prof. Renato Brito pede que você: 


a) Mostre que a menor força F necessária para mover essa caixa na direção 
u.M.g 

cosa + p.sena ` 

b) Usando uma trigonometria elementar, mostre que essa expressão para a 

p.M.g 


A + i? .cos(a – В) 


Veja a dica de ouro no Apéndice 12 sobre Trigonometria no final do livro. 


с) Sendo н, M e g constantes, 108 também é constante e a expressão acima, 
portanto, é uma função exclusiva F(a) do ângulo a. Mostre que, ao se 
variar o ângulo a no intervalo [0, n/2], a força F mínima para deslocar 
aquela caixa ocorrerá para a = arctgu . 


horizontal vale F = 


força F pode ser reescrita como F = ‚ com tgB =н. 
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d) Mostre que, portanto, a forca mínima necessária para deslocar o caixote 
vale F = AMO. 
NLESTO 


Questão 236 - $ - Força mínima para escorregar [235 a 239] 
A caixa de massa M = 20 kg da figura encontra-se apoiada sobre um plano 
horizontal áspero. O coeficiente de atrito entre a caixa e o plano vale 
н = 0,75 e a gravidade local vale g = 10 m/s2. Se o ángulo a pode ser ajustado 
convenientemente, determine a menor força F capaz de mover o caixote ao longo 
do plano 


а) 90 N b) 120 N c) 150 N d) 180 N е) 240 № 


Questão 237 - é - Força mínima para nào escorregar [235 a 239] 
Uma caixa de massa M é encostada numa parede vertical num local onde a 
gravidade vale g. O coeficiente de atrito entre a caixa e a parede vale p. Vocé 
deseja impedir que essa caixa escorregue parede abaixo aplicando uma força 


F que forma um ángulo a com a horizontal (-90º « a < 90º), como mostra а 
figura. 


requerido ? 
b) Рага qual valor de a será requerida uma força F 
mínima ? Qual o valor de Fmin, nesse caso ? MAM 
c) Supondo y = 1, para qual faixa de valores do ângulo a. і 


ES 
no intervalo —90° < а < 90? será impossível manter о A Qi 
bloco em equilíbrio estático ? 


a)Para um dado ángulo a, qual o menor valor de F | 
| 


| 
| 
| 
| 


uestão 238 - $ - Força mínima para escorregar [235 a 239] 
» figura mostra um bloco de massa m em repouso sobre uma rampa inclinada 
de um ángulo a com a horizontal. Uma força F será aplicada a essa caixa com 
o objetivo de fazê-la escorregar ladeira acima. Sendo p o coeficiente de atrito 


estático entre a caixa e a rampa, o prof. Renato Brito pede que você 
determine : 


a) o valor da menor força F que torna iminente o escorregamento da caixa 
ladeira acima; 


b) o ângulo В que a força F deve fazer com a rampa, nas condições do item a. 


9] j/ di 


Questão 238 


Questào 239 
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Questão 239 - $ - Força mínima para escorregar [235 a 239] 
Um pequeno cubo de massa m repousa sobre um plano inclinado que forma 
um ángulo a com a horizontal como mostra a figura. Determine a força 
horizontal mínima F que deve ser aplicada ao cubo para movê-lo. A força F 
está contida no plano inclinado e o coeficiente de atrito entre o cubo e o plano 
valeu. 


Questão 240 - $ 

No arranjo da figura, as massas M do prisma e m da caixa são conhecidas e o 
coeficiente de atrito trocado entre eles vale u. Sabendo que o chão é liso е 
que a gravidade local vale g, pede-se determinar: 

a) a aceleração do prisma em relação à Terra; e 

b) a aceleração da caixa em relação à Terra. 


A 4 


Questão 240 Questão 241 


Questão 241 - $ 

Observe a figura. Um bloco de massa m escorrega ao longo de uma calha 
retangular cujas abas estão simetricamente dispostas em relação ao plano 
vertical bissetor, formando entre si 90º, conforme indicado. O coeficiente de 
atrito cinético entre o bloco e a calha vale p e o eixo da calha se encontra 
inclinado em um ângulo а com a horizontal. Se a gravidade local vale g, 
determine a aceleração de descida do bloco. 


Questão 242 

A figura mostra três blocos A, B e C de mesma massa m = 5 kg sobre uma 
superficie horizontal áspera conectados por fios ideais que suportam uma 
tração máxima de 20 N. Os coeficientes de atrito entre os bloco e a superficie 
horizontal valem respectivamente ua = 0,3, цв = 0,2 е pc = 0,1. Aplica-se ao 
bloco A uma força horizontal F cuja intensidade vai aumentando 
gradativamente. Sendo g = 10 m/s?, determine o valor mínimo de F que 
provoca a ruptura de um dos fios. 
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Questão 243 - $ [243, 244] 


4 


Um copo apóia-se no tampo horizontal de 
uma mesa. Cobre-se a boca do copo com 
um cartão circular e sobre o cartão coloca- 
se uma moeda. 

Os centros do cartão e da moeda coincidem 
com o centro do copo. O raio do cartão 
vale R , o da boca do copo valer « R eo 
raio da moeda é desprezivel. O coeficiente 
de atrito entre a moeda e o cartão vale p. 
Move-se o cartão horizontalmente em 
trajetória reta e com aceleração 
constante. O prof. Renato Brito pede para 
você determinar a menor aceleração a 
com que se deve puxar o cartão, para que 
a moeda ainda caia dentro do copo. 


huestão 244 (ITA 97) [243, 244] 
Um antigo vaso chinês está a uma distância d da extremidade de um forro, 
sobre uma mesa fixa ao solo. Essa extremidade, por sua vez, se encontra a 
uma distância D de uma das bordas da mesa, como mostra a figura. Você 
apostou que consegue puxar o forro da mesa com uma aceleração a, de tal 
forma que o vaso não caia da mesa. Considere que ambos os coeficientes de 
atrito cinético e estático entre o vaso e o forro tenham o valor и e que o vaso 
pare ao tocar a mesa. Você ganhará a aposta se a intensidade da aceleração 
a estiver dentro da faixa: 


aja< dg D 
D 4—————— 
b)a» 9^9 А e 
D w a 
c)a> pg | m | 
с)а> Dig 
d 
eja> 29. 


(0-а) - - 
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Questão 245 - é (veja Apêndice 11 sobre Rolamentos) [Veja 59 - pág 19] 
A figura mostra um carretei de linha de raio interno r e raio externo R apoiado 
sobre um solo horizontal. O coeficiente de atrito entre o carretel e o solo vale 
u. Um cordão enrolado no carretel é puxado com uma força de tração T 
formando um ângulo a com a horizontal. A massa do carretel vale m. 


a) Dados R e r, para qual valor de a o carretel permanece imóvel, sem rolar ? 
Para quais valores de a o carretei rola para a esquerda ? Para quais 
valores de a o carretel rola para a direita ? Admita que, em todos esses 
casos, o atrito entre o solo e o carretel é suficiente para impedir qualquer 
escorregamento. 

b) Dados R, г e и, qual o maior valor da tração T para a qual o carretel 
permanece imóvel ? 

c) Dados К e y, qual deve ser o valor de r para o qual o escorregamento do 
carretel se torna iminente usando a menor tração T possível ? Qual é o 
correspondente valor de Tmin. 


Questão 245 Questáo 246 


Questão 246 - $ [246, 247] 
Um bloco de massa m é lançado num solo horizontal com uma velocidade 
inicial Vo e percorre uma distancia D até parar. Se a gravidade local vale g, 
determine: 

а) о coeficiente de atrito cinético entre o bloco e o solo; 

b)a força que o solo aplica ao bloco durante o processo de frenagem. 


Questão 247 [246. 247] 
Um anel homogéneo de raio R é posto a girar em torno do seu centro até 
adquirir uma velocidade angular w. Em seguida, o anel em rotação na posição 
horizontal é abandonado sobre a superfície de uma mesa, com a qual apresenta 
um coeficiente de atrito cinético u. Quanto tempo o anel levará até parar 
completamente ? A gravidade local vale g. 

ZoRy 


oR oR 
a) b) — с) 2— d) — 
ug 24.9 
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Questão 248 - $ 

Se os coeficientes de atrito entre o bloco de massa m e a cunha de massa M 
valem pe = 0,5 e ис = 04, determine a maior força F horizontal com que se 
pode empurrar a cunha ao longo do solo horizontal liso de forma que o bloco 
náo escorregue em ге!асао a ela. A gravidade local vale g (sena = 0,6, 
cosa 7 0,8). 


T d 


Estáo 249 - $ (225, 226, 249] 
ma tábua de massa M encontra-se apoiada sobre uma rampa fixa de 
inclinação a com a qual apresenta um coeficiente de atrito cinético p. 
Um bloco liso de massa m encontra-se sobre a tábua. Quando o sistema é 
abandonado do repouso, tábua e bloco descem ladeira abaixo. Se a tábua 
tem um comprimento L, quanto tempo o bloco levará para perder o contato 
com ela durante seu movimento de descida ? A gravidade local vale g. 


qu 


| 


3 DINÂMICA DO MOVIMENTO CURVILÍNEO 
NO REFERENCIAL INERCIAL 


3.1 DINÂMICA DO MOVIMENTO CURVILÍNEO 

A figura a seguir mostra a velocidade de um móvel durante o seu movimento 
ao longo de uma trajetória sinuosa. Percebemos que, a cada instante, a 
velocidade é tangente à trajetória, apontando na direção que ele seguiria a 
partir daquele instante, caso prosseguisse em linha reta. 


V 


Figura 22 — A velocidade do móvel molda-se à trajetória, permanecendo tangente a 
ela em cada ponto. Assim, a velocidade varia em direção ao longo do trecho 
curvilíneo da trajetória, mantendo uma direção constante no trecho retilíneo. 


Assim, em todo o trecho curvilíneo, a velocidade do móvel vai se moldando à 
trajetória, mudando a direção de acordo com o formato da curva. No trecho 
retilíneo, entretanto, essa velocidade não muda mais de direção, permanecendo 
alinhada à trajetória. 


Sendo a velocidade uma grandeza vetorial, qualquer mudança em sua 
direção, sentido ou valor é suficiente para dizermos que esta grandeza está 
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variando. Assim, todo movimento curvilíneo é caracterizado por uma 
velocidade V variável, no mínimo em direção, implicando que uma aceleração 
deve estar presente. Em outras palavras, todo movimento curvilíneo é 
acelerado, visto que uma aceleração está presente para variar a velocidade 
do móvel. 


O vetor aceleração indica, a cada instante, em qual direção e com que rapidez 
a velocidade do móvel será alvo de variações. Assim, se no presente 


momento a velocidade do móvel é representada pelo vetor Vo. qual será a 
velocidade dele após um intervalo de tempo At ? A velocidade será representada 
pelo vetor V,, tal que: 


NET . Vo am 
V = № + ал ES catas 
с — => —— 
у, 
Após um novo intervalo At, a velocidade do móvel passará de V para Va , tal 
que: 


M АЛЕ, 
V2 
assim por diante, após um novo intervalo At, a velocidade do móvel passará de 
Vo para Vs, tal que: 


% 
As figuras acima mostram graficamente essas operações matemáticas. Assim, 


a cada intervalo At, a velocidade V do móvel recebe um acréscimo à.At na 
mesma direção e sentido do vetor aceleração à. 


=> ЕЕ ———= - » 
% M V V3 


Figura 23 — A trajetória de um móvel será retilinea sempre que a sua 
aceleração apontar na mesma direção da sua velocidade. 


Assim, se o vetor aceleração à do móvel estiver sempre na mesma direção e 
sentido do vetor velocidade V, as sucessivas velocidades Vo, М, Vos Vae 


atingidas pelo móvel serão vetores que apontam numa direção constante, 
significando que a trajetória seguida pelo móvel será retilinea (Figura 23). Não 
haverá mudanças na direção do seu movimento, visto que não há mudanças 
na direção da velocidade do móvel à medida que o tempo passa. 
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Mas como será o comportamento da velocidade v do móvel, caso a sua 
aceleração à não aponte na mesma direção da sua velocidade ? 


Quando um projétil é lançado horizontalmente com velocidade inicial Vos ele 
recebe a ação de uma aceleração vertical constante à=g chamada aceleração 
da gravidade. Assim, a sua velocidade será objeto de sucessivas variações 
a.At na direção vertical (Figura 24), de forma que a trajetória seguida pelo 


móvel vai gradativamente encurvando para baixo, na direção do vetor а.лї, 
como mostra a Figura 25. 


Figura 24 — a velocidade vetorial do móvel é alvo de sucessivos acréscimos 
verticais para baixo, sempre na mesma direção e sentido da aceleração que atua 
sobre ele. 


Profinho, quer dizer que o formato da 
trajetória seguida pelo móvel está 
relacionado com o ângulo formado 
entre os vetores velocidade e 
aceleração ? 


Exatamente ! Veja 
a seguir. 


Do exposto até aqui, concluímos que o formato da trajetória seguida por um 
móvel está intimamente relacionado ao fato de os vetores velocidade v e 
aceleração à apontarem numa mesma direção ou não. 


A trajetória será retilínea sempre que os vetores Y e à apontarem numa 
mesma direção, independente dos seus sentidos; será curvilinea sempre que 
ve a apontarem em direções diferentes. 
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O leitor precisa atentar para o fato de que os vetores que ilustram a 
Figura 25 foram obtidos a partir das operações vetoriais implícitas na 
Figura 24. Nesse ponto da leitura, é importante parar e analisar 
cuidadosamente as Figuras 24 e 25 antes de prosseguir. 


% 


Figura 25 — Como a асе!егасао do móvel é vertical para baixo, a sua velocidade, Бет 
como a sua trajetória, vào gradativamente encurvando naquela direcáo, com o passar 


do tempo. 


Note que a velocidade vetorial do móvel e, consequentemente, a trajetória 
seguida por ele, tende a encurvar na direção e sentido da aceleração que 
atua sobre o móvel. Essa aceleração, por sua vez, é causada pela resultante 
das forças que atuam sobre ele, apontando na mesma direção e sentido 
dessa resultante Fr, de acordo com a segunda lei de Newton. 


3.2 AS COMPONENTES TANGENCIAL E CENTRÍPETA DA ACELERAÇÃO 

A fim de estudar a Dinâmica do movimento dos corpos, em geral, deve-se 
adotar o Par de Eixos Padrão já explicado na página 53, que tem as seguintes 
características: 

Eixo 1 - é o chamado eixo tangencial, por ser tangente à trajetória. Aponta na 
direção da velocidade do móvel. Sobre esse eixo estarão as forças 
tangenciais responsáveis pelo aparecimento (ou não) de uma aceleração 
tangencial, que está relacionada com a taxa de variação do módulo da 
velocidade do móvel. 

Eixo 2 - é chamado de eixo normal, radial ou centrípeto. É perpendicular à 
trajetória e, portanto, perpendicular à velocidade do móvel. Sobre esse eixo 
estarão as forças centrípetas responsáveis pelo aparecimento (ou não) de 
uma aceleração centrípeta, relacionada com a taxa de variação da direção da 


velocidade do móvel. 
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eixo . у 
{апдепсїа! Кы 
uep- Se 
"s Ng е x. 
2 ам N 
/ \ 

/ eixo N 
I centrípeto H 
І 
Figura 26 Figura 27 


A Figura 26 mostra um móvel descrevendo uma trajetória curvilínea, sujeito a 
uma aceleração representada pelo vetor a. Traçando o sistema cartesiano 
(Figura 27) formado pelos eixos tangencial e radial (ou centrípeto), estamos 
aptos a melhor investigar o papel de cada uma das duas componentes da 
aceleração do móvel (Figura 28): 


eixo eixo 
tangencial а, {апдепаа! | LM 
^ р P il ат, A es 
á aap SN dá ад N 
/ a \ / р \ 
ГА v. 41 X / \ 
1 : \ 1 \ 
1 eixo ' I eixo А 
centrípeto centrípeto 
Figura 28 Figura 29 


Curiosamente, as componentes da aceleração do móvel atuam de forma 
independente, tendo, cada qual, uma função bem definida. 


• A componente tangencial (arg) 
O módulo da componente tangencial é, comumente, chamado de aceleracáo 


escalar do móvel, e Figura em expressóes consagradas da cinemática escalar 
tais como: 


V = Vo + (arg)t 


A componente tangencial da aceleração fornece a taxa de variação (ritmo de 
variação) do módulo da velocidade, que tanto pode estar aumentando como 
pode estar diminuindo, “conforme essa componente tangencial esteja 
respectivamente a favor ou contra a velocidade do móvel. 

É comum se dizer que, se a aceleração de um móvel vale 4 m/s?, sua rapidez 
está aumentando de 4 m/s em 4 m/s, a cada segundo de movimento. Ao se 
dizer isso, está se fazendo referência à sua aceleração escalar (ou tangencial) 
do móvel. Afinal, é esta componente que se relaciona ao ritmo de variação do 
módulo da velocidade do móvel. 


Quando um móvel se desloca com arg nula, dizemos que ele executa um 
movimento uniforme. Nesse caso, a sua velocidade é constante em módulo 
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e sentido, podendo ser variável apenas em direção, no caso dos movimentos 
curvilineos uniformes. 


e À componente centripeta (аср) 

A componente centrípeta da aceleração é sempre perpendicular à velocidade 
do móvel (Figura 29), apontando para o lado para onde a sua trajetória se 
curvará. 


Uma “grande aceleração centrípeta" significa que o móvel fará uma curva 
bastante “fechada” (pequeno raio de curvatura), ao passo que uma “pequena 
aceleração centripeta” significa que a curvatura da trajetória será “suave” 
(grande raio de curvatura), como sugere a Figura 30. 


o> 
v 


actp nula 


pequena 
actp actp 


Figura 30 - o valor da aceleração centripeta está relacionado 
à curvatura da trajetória seguida pelo móvel. 


Ora, então, quando a actp for 
nula, a trajetória seguida pelo 
móvel não apresentará curvatura 
alguma, ou seja, será retilinea.... 


O módulo da aceleração centripeta acp relaciona-se com a velocidade V do 
móvel e com o raio de curvatura R de sua trajetória, num dado instante, pela 
expressão: 


A aceleração centrípeta аср mede a rapidez com que a direção da velocidade 
У do móvel está variando. Em todo movimento retilíneo, a direção da 
velocidade permanece constante e alinhada à trajetória, como vimos 
anteriormente, portanto, todo movimento retilineo é caracterizado por uma 
actp nula. 


Da Figura 29, ainda podemos escrever as seguintes expressões: 


| atg = a - cosa ] (а)? = (atg)? + (acp)? 
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onde a é o módulo da aceleração vetorial ou resultante, conforme a Figura 
28. Falamos sobre as componentes das acelerações, explicando a função que 
cada uma delas desempenha na dinâmica do movimento. Mas como essas 
acelerações se relacionam com as forças atuantes ? 


3.3 FORÇAS EM TRAJETÓRIA CURVILÍNEA 


As Figuras 26 a 29 mostram diagramas cinemáticos do movimento de um 
móvel sobre uma trajetória curvilínea. A seguir, ilustraremos um diagrama de 
forças compatível com aquele diagrama cinemático. 


Para isso, considere que, sobre aquele mesmo móvel, atuem as forças É, 
Р, е Р, mostradas na Figura 31. Sabendo que todo conjunto de forcas admite 


uma ünica resultante Fa. trataremos de determiná-la para, em seguida, 
encontrarmos as suas componentes tangencial Frg e centrípeta Fep: 


Е 4 Ез eixo . 
ы E tangencial 


і eixo \ 
centripeto 


Figura 31 Figura 32 


Profinho, ouvi dizer que, no 
movimento curvilíneo, tem que ter 
uma tal de força centrípeta ! Qual 
das forças F4, F2 ou Ез é essa tal 

de força centrípeta ? 


Amiga Claudete, as forças F1, F2 e Ез são forças genéricas quaisquer que 
estão atuando sobre o móvel, podendo ser tração, peso, normal, força de 
atrito, força elástica etc., mas não existe na natureza uma força denominada 
“a força centripeta”. Em outras palavras, a tal força centrípeta não é uma das 
três forças que estão atuando sobre o móvel. Na verdade, o termo mais 


adequado é “componente centrípeta da força resultante” ou simplesmente 
"resultante centrípeta" em vez de dizer “a força centrípeta". 
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! eixo ' 
centripeto 


Figura 33 


Figura 34 


A seguir, esclareceremos de uma vez por todas quem é a “resultante centrípeta”, 
vulgarmente chamada de “a força centrípeta" pela Claudete. Na Figura 32, 
tratamos de decompor todas as forças que não estivessem sobre os eixos 
tangencial e normal, no caso, apenas a força Ез, substituida por suas 
componentes F1a e F1b, como mostram as Figuras 32 e 33. 


A resultante tangencial Frg causa uma aceleração tangencial arg de acordo 
com a segunda lei de Newton Frg = m. arg. No diagrama cinemático ilustrado na 
Figura 28, a componente tangencial arg aponta para a direita, sugerindo que 
foi causada por uma resultante tangencial Frg que também aponta para a 
direita, donde se conclui que Fia > F2 na Figura 33. Assim, a segunda lei de 
Newton na direcao tangencial permite escrever: 


Frg = пато 
Ето = Fta - F2 = т. arg , com Ftaz Ез: senf 


Ете = (Fi-senB — F2) = m. ar. 


. resultante centrípeta Fap é a resultante das forças que atuam sobre o eixo 
centripeto (Figuras 33 e 34) e sempre aponta para dentro da curva, assim 
como a aceleração аср causada por ela, donde se conclui que Ель > F3. 
A segunda lei de Newton na direção centrípeta permite escrever: 


Fep = M:-Actp 
Кар = Fib- Ез = т. аар , com F1b= F1-cosp 


Fap=(FrcosB — Ез) = тас Сот acp = VIR. 


Assim, percebemos que, aquilo о que a Claudete estava chamando de 
“a força centripeta” é, meramente, a resultante das forças que atuam sobre о 
móvel ao longo da direção centripeta (Figuras 33 e 34). 
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AAhh ! entendi, Profinho ! 
A tal de força centripeta é, 
na verdade, a componente 
centrípeta da força 
resultante, dada por: 
Fctp = Fi.cosp — ЕЗ. 


Exatamente, Claudete ! Agora percebo que você entendeu ! Da Figura 34, 
ainda podemos escrever as seguintes relações: 


EEN 


Note que, como as aceleracóes que aparecem no diagrama cinemático da 
Figura 28 foram respectivamente causadas pelas forças que aparecem na 
Figura 34, o ángulo a indicado em ambos os diagramas é exatamente o 
mesmo, visto que a aceleração resultante а aponta exatamente na mesma 


diregáo e sentido da forga resultante Fr que a causou. 


3.4 ESTUDO DO MOVIMENTO DE UM PÉNDULO SIMPLES 
Um péndulo simples é uma massa suspensa a um ponto de sustentagáo 
através de um cordáo ideal de massa desprezivel. O péndulo é deslocado da 
posição de equilíbrio e abandonado a partir do repouso, dando início a um 
movimento oscilatório. Durante esse movimento, apenas duas forças atuam 
sobre a massa do pêndulo a cada instante: a tração e o peso. 


Figura 36 — o par de eixos tangencial e radial 
se desloca junto com pêndulo durante as 
oscilações. 


Figura 35 – o pêndulo simples 


Mais uma vez, a velocidade da bola é tangente à trajetória em cada ponto 
(Figura 35). A fim de estudar a Dinâmica do movimento, precisamos traçar o 
par de eixos tangencial (paralelo à velocidade) e radial (perpendicular à 
velocidade) em cada ponto do movimento, como indica a Figura 36. 
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Figura 37 


Figura 38 


Em seguida, tendo feito a escolha correta do par de eixos adequado em cada 
posição da bola, resta claro quais forças precisam ser decompostas em suas 
componentes para a análise do movimento: aquelas que náo estiverem sobre 
nenhum dos eixos, no caso, a forca peso P (Figura 36). 


As Figuras 37 e 38 mostram a decomposição conveniente do peso da bola. 
Lembrando que as forcas que apontam para dentro da curva sempre superam 


as forças que apontam para fora (Fin > Four) na direção radial ou centrípeta, a 
nunda lei de Newton permite escrever: 


Fetp =Fn-Four = m. Actp 


Fep = T Ру = m. аср, com Py = P.cosa 


y? 
Fap = T ~ P-cosa = m. R (eq 7) 


(equação geral do pêndulo simples) 


Assim, a expressão anterior nos permite determinar a tração T no fio do 
péndulo em cada posição angular a do péndulo, desde que se conheça a 
velocidade V da massa, ao passar por aquela posição. 


Nos extremos da oscilação, onde a velocidade da bola é momentaneamente 
nula (V = 0), temos: 
v2 
Fap = T — P-cosa = mcg com V=0 
T-Pcosa 0 > Т = Р.соѕа 


Em qualquer outra posição do pêndulo, tem-se T > P-cosa 
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Em particular, quando o péndulo passar pela 
posição mais baixa da oscilação (Figura 39a), 
a segunda lei de Newton na direção centrípeta 
permite escrever: 


Кар = Fin — Four = m. аср 


Fep=T-P = m. аср 


Figura 39a 


Assim, quando a bola passar pela posição mais baixa da oscilação, o que terá 
maior intensidade, a tração T ou o peso m.g ? O resultado obtido há pouco 
mostra que teremos T > m.g. 


Apenas no caso em que o pêndulo é abandonado em repouso (V = 0) naquela 
posição mais baixa é que teremos: 
2 
Кр = T-P eme = 0 > T=P (apenas caso V = 0) 
Adicionalmente, é interessante analisar a orientação e o módulo da força 


resultante agindo na esfera em cada ponto da oscilação, conforme mostrado 
na figura 39b abaixo: 


Frang ý 


Figura 39b — Diagrama da força resultante em cada 
ponto da oscilação do Pêndulo 


Nas posições extremas da oscilação (posições a e e), onde o pêndulo pára 
(уа = уе = 0) a fim de inverter o sentido do movimento, a tração T equilibra 
(cancela) a componente P.cosa, е a componente P.sena fará o papel da força 
resultante Fr, isto é, Fr = P.sena nas posições a e e. Note que, nesses 
extremos da oscilação, a força resultante Fr é perpendicular ao fio (ou seja, a 
força resultante é tangente à trajetória). 
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Nas posições b e d da oscilação, a força resultante tem uma componente 
centripeta de módulo Fep = T- P.cosa e uma componente tangencial de 
módulo Fang = P.sena. Nessas posições, a força resultante aponta numa direção 
intermediária entre a tangencial e a centripeta, e tem módulo dado por : 


Fr = (Fang)? + (Fap)? = Pena? + (T-P.cosa)? 


ou 


Fr = Fang) + (Fp)? = J(P.senay + (mV? /RY 
Na posição c mais baixa da oscilação, a força resultante aponta para cima (na 
direção radial, centrípeta) e tem módulo dado por Fa = T - P. 


Analogamente, como a aceleração resultante ак sempre aponta na mesma 
direção e sentido da força resultante Fr, o diagrama que mostra a 
aceleração resultante do pêndulo simples, em cada ponto da oscilação, é 


mostrado na figura abaixo: 


d / 
ar» C ES 


rA 
atang 
Figura 39c — Diagrama da aceleração Resultante em cada 
ponto da oscilação do Pêndulo 


3.5 DINÂMICA DO MCU PLANO HORIZONTAL 
O pêndulo ilustrado na Figura 40 é chamado de pêndulo cônico. A pequena 
esfera executa um movimento circular uniforme, presa por um fio a um ponto 


de suspensão, descrevendo uma trajetória contida num plano horizontal 
(imaginário). 


‚= 


4 =: 22 М 
Figura 40 - О péndulo cónico. 
Assim como no pêndulo simples, apenas duas forças atuam sobre a pequena 
esfera do pêndulo cônico: a tração T e peso P. 
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Figura 41 - Apenas a tração T e o peso P atuam sobre a esfera do pêndulo. Esse plano 
horizontal é imaginário, ele não existe. 


Para que você compreenda a dinâmica do pêndulo cônico, consideremos, 
inicialmente, um móvel genérico descrevendo um MCU qualquer num plano 
horizontal semelhante ao movimento do pêndulo cônico, sob ação das quatro 
forças genéricas mostradas na Figura 42: 


FCIMA 


Four 


Y Feaxo 


Figura 42 — móvel genérico que executa um MCU no plano horizontal idéntico ao 
da esfera do pêndulo cônico, só que submetido a um sistema de quatro forças 
genéricas. 


Se esse móvel da Figura 42 mantém a trajetória sempre no mesmo plano 
horizontal, sem acelerar para cima nem para baixo (aceleração vertical 
nula), qual deve ser a relação entre as intensidades das forças verticais Fcima 
e Евлхо ? 


Elas precisam ser iguais em 
módulo para se cancelarem, né 
profi ? 


Exatamente, Claudete ! Assim, podemos dizer que Есма = Faaxo , na Figura 
42, a fim de que elas se cancelem, visto que a bola não apresenta aceleração 
vertical. . 


E sobre as forças Fin e Four que atuam na direção radial (Figura 42), o que 
podemos dizer sobre elas ? Ora, sendo a trajetória curvilínea, devemos recordar 
que, na direção radial, precisamos sempre ter Fin > Four, para que haja uma 
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resultante centripeta Есір = Fin— Four a fim de produzir a aceleração centripeta 
actp necessária a todo movimento curvilíneo. Assim: 


Есір = Fin— Four = т. аср 
Em síntese, as forças que atuam sobre o móvel devem satisfazer as 
seguintes relações: 
Direção vertical: Fcima = Евлхо (eq8). 


Direção radial: Fin-Four = т. аср (eq9). 


O mesmo raciocínio será aplicado ao péndulo cónico, visto que se trata do 
mesmo tipo de movimento: um MCU que se mantém num plano horizontal. 
Assim, a fim de que o diagrama de forgas mostrado na Figura 43 se 
assemelhe ao da Figura 42, qual das forças tração T ou o peso P deverá ser 
decomposta no esquema a seguir ? 

Se você disse “a tração”, acertou ! Afinal, queremos um diagrama de forças 
que contenha “uma pra cima", "uma pra baixo”, "uma pra dentro" e, 
eventualmente, “uma pra fora”, seguindo o padrão da Figura 42 para esse tipo 
de movimento: MCU num plano horizontal. Qualquer força que esteja fora 
desse padrão deverá ser descomposta. 


Figura 43 — As duas forças que agem no Figura 44 - O comprimento L do fio e o raio R da 
pêndulo cônico no referencial inercial. trajetória circular estão relacionados entre si pelo 
sena no triângulo retângulo em destaque. 


Decompondo a tração em suas 
componentes Tx e Ty, percebemos a 
semelhança entre o diagrama de forças 
das Figuras 42 e 44, o que nos permite 
equacioná-los da mesma forma: 


direção vertical: T.cosa = m.g; 


direção radial 
v? 
R 


и 
3 
8, 
po] 


Т.ѕепа - 0 = m. 


Figura 45 


R 
Triângulo retângulo : sena = U 
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CONCLUSÃO IMPORTANTE: sempre que um corpo descrever um MCU num 
plano horizontal, as forças que agem no corpo devem ser decompostas de 
forma semelhante à Figura 42 (sempre !). Dessa forma, o equaciona-mento 
das forças sempre seguirá o mesmo raciocínio mostrado anteriormente. 
Existem várias situações físicas que recaem na mesma análise feita para о 
diagrama de forças da Figura 42. - 
O período Т do movimento de rotação executado pelo pêndulo cônico é 
facilmente determinado a seguir: 


T.sena = m. «2. R. 


Substituindo a tração T e o sena, vem: 


[mg Y lo = т. 02. В > o= | 9 : 
\ соѕа JL L.cosa 


Da cinemática do movimento circular, vem: 


т= 28 =r. [sese EE com Н = L.cosa . 
Q g Vg 


(eq10) 


(Período do MCU descrito por um pêndulo cônico) 


Da expressáo encontrada acima, decorre uma interessante propriedade dos 
péndulos cónicos: 


Pêndulos cónicos que giram com alturas H = L.cosa. (veja Figura 46) idénticas 
compartilham da mesma velocidade angular œ e, consequentemente, do 
mesmo período T. E caso dos pêndulos cônicos a seguir: 


Figura 46A 
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De acordo com a relação eq10, os péndulos cónicos da Figura 46A estão se 
movendo com períodos de rotacao idénticos pois suas esferas estáo girando a 
uma mesma altura vertical Н medida a partir do ponto de suspensão. Teremos 


ТА = Тв = Tc e, portanto, œa = œB = wc. 


Figura 46B 


Já os péndulos D e E da Figura 46B giram com períodos de rotação 
Te = 2-To visto que suas alturas verticais satisfazem a relação He = 4-Нр. 
Nesse caso, teremos ор = 2-we. 


Se você quiser assistir essa aula sobre Dinâmica do movimento Curvilineo 
ministrada pelo próprio prof. Renato Brito, acesse o youtube e faça uma 


busca por Dinâmica do movimento curvilíneo prof Renato Brito. 
APRENDA TODA A FÍSICA ONLINE COM O PROF RENATO BRITO 


Se você quiser aprender toda a Física Online com o prof. Renato Brito, 
acesse www.vestcursos.com.br e assine o curso de Física Online pela 
internet ! São duas apostilas gigantescas e mais de 400 horas em vídeo com 
teoria detalhada e centenas de exercícios resolvidos passo a passo pelo 
próprio prof. Renato Brito com dever de casa semanal e tudo mais. Você 
ainda vai poder tirar suas dúvidas diretamente com o professor 24h, de 


domingo a domingo, pelo Telegram. 


3 Dinámica Curvilínea no Referencial Inercial 107 
PROBLEMAS DE APLICAÇÃO 


Questão 250 - & - A volta ao mundo em 1h 

Raulzinho era o típico garoto que detestava banho. Certa vez, viu-se decidido 

a livrar-se do sabonete para sempre, arremessando-o com incrível velocidade 

horizontal. Para a sua surpresa, o sabonete o surpreendeu de volta ©. Se o 

raio da Terra vale R = 6400 km, pergunta-se: 

a) Сот que velocidade absurda Raulzinho precisaria ter arremessado о 
sabonete horizontalmente ? 


b) Quantas horas o sabonete levaria para dar a volta completa em volta da 
Terra em trajetória rasante ? 


Questão 251 - $ [251 a 253] 


Uma partícula está se deslocando sobre a circunferência abcd mostrada , de 
raio R = 3 m. No instante t = 2 s, a sua velocidade V e a sua aceleração a são 
mostradas no diagrama. 


а 
Pid g `х x 
Pá trajetória \ У 
p! t 309 
| R id a 
\ / 
\ 
\ 4 Diagrama 
N РА 
> ~ — — ez 
С 


а) О diagrama cinemático mostra а velocidade V e a асе!егасао a do móvel 
no instante t 2 2 s. Com base nesse diagrama, concluímos que, naquele 
instante, o móvel só pode estar passando por qual das posições a, b, c ou 
d da sua trajetória circular ? 

b) Se a sua aceleração vale a = 24 m/s?, qual a sua actp ? 

с) Qual a velocidade V do móvel nesse instante ? 

d)O módulo da sua velocidade V está aumentando ou diminuindo nesse 
instante ? 
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Questão 252 - $ 


[251 a 253) 
Um móvel de massa 10 kg realiza um movimento circular de raio R = 2 m, 


obedecendo a seguinte função horária do espaço S = 2 — 8.t + 3. по SI. 
Determine, no instante t = 2 s; 


a) a velocidade do móvel 
b) a intensidade da componente tangencial da força resultante 


C) a intensidade da componente centrípeta da força resultante 
d) a intensidade da força resultante 


Questão 253 {251 a 253] 


Num certo instante do movimento de uma partícula, sua velocidade V e sua 


aceleração à formam entre si um ángulo a. Determine o raio de curvatura da 
trajetória dessa partícula no referido instante. 


Questão 254 - $ 


O “Globo da morte” é um espetáculo muito comum em circos. Consiste em 
uma superfície esférica rigida, geralmente de grades metálicas, que é 
percorrida intemamente por um motociclista, conforme a figura abaixo. Sejam 
Va, Ve, Vc е Vp a velocidade do motociclista ao passar, respectivamente, 
pelas posições A, B, C e D do globo. Se a gravidade local vale g e a massa 
do conjunto moto+motoqueiro valem, determine: 


a) a expressáo literal para a forca normal N trocada no contato entre a moto e 


o globo, em cada um das quatro posições. Considere que a massa do 
conjunto moto+motoqueiro vale m; 


b)a velocidade mínima que o motociclista deve imprimir à moto para 
conseguir da a volta completa no globo. Considere g = 10 m/s?e o raio 
R=3,6 т. 

с) se a velocidade da moto no ponto A for Va = 12 m/s, qual a intensidade da 
forga normal Na trocada entre a moto e o globo ? Admita m = 400 kg. 
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Questão 255 [255 a 262] 


A figura ilustra um pêndulo simples que oscila periodicamente entre as 
posições extremas A e B. Quando a esfera passa pela posição intermediária 
C, os vetores que melhor representam a velocidade V, a aceleração a e a 
força F resultante sobre a esfera são, respectivamente: 


a)3,1,1 b) 3, 2, 1 с) 2, 3, 4 /d) 3, 2, 2 e)3, 1,4 
nus Ego ARE. T E TS 
p w-— у I м > 1 B 
A. РА | Bau 
1 ] а} 
АЛА f 21 2 ^ ас 
Ner) y ! #2 4 
QUSE. ob ot og 3 
/XS 
5 d 
Questào 255 e 256 Questào 257 e 258 
Questão 256 [255 a 262] 


Ainda na questào anterior, os vetores que melhor representam a velocidade 
V, a aceleração a e a força F resultante sobre a esfera ao atingir a posição 
extrema В são, respectivamente: 


a) 3, nula, 1 b)1, 4,2 c) 2, nula, 4 d) nula, 2, 2 е) nula, 3, 3 


O enunciado a seguir se refere às questões 257 e 258: 


O pêndulo da figura oscila em condições ideais, tendo como posições de 
inversão do sentido do seu movimento os pontos P e R. 


Questão 257 [255 a 262] 
Assinale a opção que melhor representa a força resultante F na esfera 


pendular, quando esta ocupa a posição P: 
a) b) © :d) e) 
F © F=o 
й 
Questão 258 [255 a 262] 
Com relação à situação da questão anterior, assinale a opção que melhor 


representa a força resultante F na esfera pendular, quando esta ocupa a 
posição Q (mais baixa da trajetória), proveniente da posição P. 
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E | : b), : с). 2 а). А е) a 
F F 


Questão 259 -ф [255 a 262) 
A figura mostra um pêndulo simples composto por um fio de comprimento L 
preso a uma bolinha de massa m num local em que a gravidade vale g. 
Determine a tração no fio quando o pêndulo passar pela posição B na qual a 
força resultante agindo sobre a bolinha é horizontal: 


a)m.g.sena  b)m.g.cosa  c)m.g.tga d)m.g.seca X e)m.g.cosseca 


PY — C 
LO з шы. A 
[GN "e 53° NL 
| N C 37°! 
| N | DA 
ES ] 3 
| Ев N C^ 1 / 
+——©в ES | f 
S Y 
0 B E NE ME T a 
Questão 259 Questão 260 
Questão 260 [255 a 262] 


Na figura, temos um péndulo simples de comprimento L = 0,6 m e com uma 
esfera de massa m - 2 kg, oscilando. Se péndulo atingir o repouso ao chegar 
à posição A, quanto valerá a tração no fio nessa posição ? Se ele for 
impulsionado de forma a passar pelo ponto B com velocidade 3 m/s, quanto 
valerá a tração no fio nessa posição ? Dados: sen 37º = cos 53º = 0,60 
9 = 10 m/s?. 


Questáo 261 - $ [255 a 262] 
A figura mostra um péndulo composto por um fio de comprimento L = 3,75 т 
preso a uma bolinha de massa M = 6 kg num local em que a gravidade vale 
g = 10 m/s?. Sabendo que o péndulo passa pelo ponto B com velocidade 
у = 5 m/s, determine a força resultante agindo na bolinha nesse instante. Admita 
a = 30°. 

a)40N b) 50 № с) 80 N а) 100 N е) 120 № 
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Questào 261 Questão 262 


Questão 262 - $ [255 a 262] 


Um pêndulo simples oscila entre duas posições extremas А e B, como mostra 
a figura abaixo, num local onde a intensidade do campo gravitacional vale g. A 
aceleração da esfera, ao atingir a posição B, vale: 


a)g b) g.sena C) g.cosa. d) g.tga e) nula. 


Questão 263 - $ [263, 264] 


A figura mostra uma esfera de massa m suspensa em equilíbrio por meio de 


dois fios ideais 1 e 2, formando um triângulo equilátero. Nessas 
circunstâncias, a tração no fio 2 vale Ta. Repentinamente, o fio 1 é cortado e a 
tração no fio 2, logo após o corte, passa a valer Тв. O quociente Ta / Тв vale: 


a)1 d)2 e) 2/3 
N e En os 
| | xs C 
fo 1 \ | EMT S 
N | e 
x | 
Ned | fiol , 
Ух eere d 
TTA d і 
d E AE Questão 264 
Questão 264 [263. 264] 


A figura mostra uma esfera de massa m suspensa em equilibrio por 
intermédio de dois fios ideais 1 e 2. Nessas circunstâncias, a tração no fio 2 
vale TA. Repentinamente, o fio 1 é cortado e a tração no fio 2, logo após o 
corte, passa a valer Тв. O quociente Ta / Тв vale: 


a) 1 b) sen?a с) sec?a d)2 e) tgo. 
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Questão 265 [265 a 279] 


Num pêndulo cônico, a massa m está presa a um fio de comprimento L e gira 
numa circunferência horizontal de raio R com velocidade escalar V, conforme a 
figura. Se a gravidade local vale g, a intensidade da tração T vale: 


2 2 
mV |. b) т.м 
К 


а) 


Questão 265 Questão 266 e 267 


Questão 266 - $ [265 a 279] 


Uma pequena esfera de massa m descreve um movimento circular uniforme 
no interior de um cone fixo, apoiada sobre sua parede interna lisa num local 
onde a gravidade vale g. A órbita está contida num plano horizontal a uma 
altura constante H do solo. A velocidade dessa pequena esfera é dada por: 


a) ән b) J29H c) E d) 2/gH e) En 


[265 a 279] 


Questáo 267 
Uma pequena esfera de massa 5 kg move-se em órbita circular no interior de 


um cone fixo (veja a figura), apoiada sobre sua parede interna lisa num 
planeta onde a gravidade g é desconhecida. A altura H da órbita que a 
esfera descreve é táo maior quanto maior for a velocidade com que ela se 
move. Sabe-se que, para uma velocidade orbital V = 6 m/s, a órbita circular 
ocorre a uma altura Н = 40 cm. Assim, para uma velocidade 50% maior, a 


órbita ocorrerá a uma altura : 
a) 50 cm b) 60 cm c) 75 cm d) 90 cm e) 120 cm. 


Questão 268 - $ [265 a 279] 


A figura ilustra um pêndulo cônico que gira em MCU amarrado a um ponto de 
suspensão fixo ao teto de uma casa, num local onde a gravidade vale g. 
Durante a rotação, a esfera permanece a uma altura H constante do teto. 


А velocidade angular w desse pêndulo vale: 


a (8 NE] E. o4 еу 
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Questão 268 e 269 Questão 270 


Questão 269 - $ [265 a 279] 
A figura da questão anterior ilustra um pêndulo cônico que gira em MCU 
amarrado a um ponto de suspensão fixo ao teto de uma casa num planeta 
onde а gravidade é desconhecida. É intuitivo o fato de que, quanto maior a 
velocidade angular o com que a esfera gire num plano horizontal, mais a bola 
tenderá a subir e menor será a distância Н a que ela ficará do teto. Assim, 
admita que, para uma bola girando a uma velocidade angular w = 6 rad/s, a 
altura H vale 1 m. Reduzindo-se a velocidade angular dessa esfera à metade, 
a sua órbita estacionará a uma nova altura H igual a : 


a)2m b)3m c)4m d)5m e)6 т 


Questão 270 - $ [265 a 279] 
Uma pequena esfera, de massa m = 4 kg, suspensa por um fio, descreve um 
movimento circular uniforme, em um plano horizontal, constituindo o chamado 
péndulo cónico. Sendo o raio da trajetória R = 3 m, o comprimento do fio 
L=5 т, g= 10nvs?, determine que altura vertical AH a bolinha subirá, caso a sua 
velocidade angular w seja duplicada. 


Questáo 271 [265 a 279] 


A figura ilustra trés péndulos cónicos que giram em trajetórias circulares 
contidas num mesmo plano horizontal como mostra a fgura abaixo. As esferas 
A, В е С têm massas iguais e descrevem circunferências de raios R, 2R e ЗК 
respectivamente. Entre os períodos de rotacáo Ta, Тв e Tc, vale a relagáo: 


a) Ta= Тв = Тс С 


г >ёрт X N 
b) 6ТА= 3Ta = 2Tc ! IN 
C) Ta = ЗТв = 9Tc ү | : M N M 
d)Ta-3TB8- To ууу 007777 Sek 7 E M °с 
e) Ta= 3Ta = 6Tc Ro DRM 
Ea 
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Questão 272- $ [265 a 279] 
A figura mostra uma caixa de massa M = 2,4 kg em repouso sobre uma mesa 
fixa ao solo. Um fio ideal preso a essa caixa passa por uma polia e conecta-se 
a uma esfera de massa m - 2kg que gira em MCU, descrevendo uma 
circunferência de raio R = 50 cm, num plano horizontal com velocidade 
angular о = 2 rad/s. Determine o menor coeficiente de atrito qu entre a caixa e 
a mesa que impede o escorregamento da caixa. Admita д = 10 m/s?. 


Questão 273 - $ [265 a 279] 
A figura mostra um carrossel de raio R = 1,5 m girando em torno do seu eixo 
central. Um mastro fixo à sua periferia suporta um péndulo de comprimento 
і = 10 m que gira solidário ao carrossel, formando um ángulo a = 37? com a 
vertical. Determine a velocidade angular œ de rotação do sistema 
(sen 37? = 0,6). 

a) 1 rad/s b) 2 rad/s c) 3 rad/s d) 4 rad/s e) 5 rad/s 


Questão 274 - ф (ITA 94) [265 a 279] 
Um fio tem presa uma massa m numa das extremidades e, na outra, uma 
polia que suporta duas massas, m: = 3 kg e mz = 1 kg, unidas por um outro 
fio, como mostra a figura. Os fios têm massas desprezíveis e as polias são 
ideais. Se CD = 0,8 m e a massa M gira com velocidade angular constante 
€ = 5 rad/s numa trajetória circular em torno do eixo vertical passando por C, 
observa-se que o trecho ABC do fio permanece imóvel. Considerando a 
aceleração gravitacional g = 10 nvs?, a massa M vale: 


| 
| 
| 
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a)3 kg | NNNM j» R É 3 

b) 4 kg av) — = 

с) 0,75 kg | É 

d) 1,5kg AK | с» 

e) 2,5 kg E CREE ER p 
cima 

Questão 275 - ф (ITA 92) [265 a 279] 


Um aro metálico circular e duas esferas de mesma massa m são acoplados, 
conforme a figura. As esferas são perfuradas diametralmente, de modo a 
poderem se deslocar ao longo do aro, sem atrito. Sabendo que o disco está 
girando em torno do seu diâmetro vertical (eixo EE') com velocidade angular 
о, determine: 

а) a relação entre o ángulo a e a velocidade angular о; 

b) quando a velocidade angular œ aumenta indefinidamente (о-оо), o ángulo 

à tende a qual valor ? 


| a 
o — 00 
a 
AA 
© 
m 
3 B 
e 
| 
LA B 
Questáo 275 Questáo 276 
Questáo 276 - $ [265 a 279] 


No sistema da figura, a bolinha de massa m está amarrada por fios de 
massas desprezíveis ao eixo vertical AB e gira com velocidade angular o em 
torno desse eixo. A distância AB vale L e vale a relação a + В = 90º. 

a) Calcule as tensões nos fios superior e inferior. 

b) Para que valor de œ o fio inferior ficaria frouxo ? 
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Questão 277 - $ [265 a 279] 
Um veiculo necessita deslocar-se num trecho circular de um autódromo, com 
velocidade escalar constante de 180 km/h. O raio de curvatura da trajetória é 
820 m. Para que esse movimento seja possível sem fazer uso do atrito entre 
os pneus e a pista, a estrada deverá apresentar uma sobrelevação, em 
ге!асао à horizontal, correspondente a um ángulo aproximadamente igual a 
(veja tabela trigonométrica adiante): 


a) 2º b) 7º c) 13º d) 17º e) 20º 


i 
f dá 
| R EA e 
m 


[sen [0,035] 0,122]0,225 [0,282 
cos [0,999 [0,992 [0,974 | 0,956 
Тап | 0,035] 0,123 [0,231 10,306 
| 
, 
| P s | 
| 


Questão 278 - $ [265 a 279] 
O prof. Renato Brito apoiou uma vasilha de massa M e raio da base R sobre 
uma mesa áspera fixa ao solo. A superfície lateral da vasilha é inclinada em 
um ângulo a = 45? em relação à horizontal. Uma bolinha de gude de massa m 
executa um MCU apoiada internamente sobre a parede lisa da vasilha. Admita 
que o atrito entre a mesa e a vasilha seja suficiente para que esta não 
escorregue e que g = 10 m/s? . 

Quando a velocidade angular da bolinha vale w = 10 rad/s, a bolinha descreve 
uma órbita estacionária a uma certa altura Н (vertical) em relação à superficie 
da mesa. Se a velocidade angular da bolinha for duplicada, a bolinha passará 
a uma nova órbita estacionária a uma altura : 


a) 7,5 cm acima da altura original - 

b) 7,5 cm abaixo da altura original s LR A VEI, a 

c) 5,0 cm acima da altura original Ne AS ed 

d) 5,0 cm abaixo da altura original 

e) 2,5 cm acima da altura original _ —— — é 
Questão 279 - $ [265 a 279] 


Ainda considerando a questão anterior, determine o valor do menor 
coeficiente de atrito estático и entre a vasilha e a mesa, em função de Мет, 
a fim de que a vasilha da questão anterior ainda não escorregue em relação à 


mesa. 
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Questão 280 - $ 


O rotor é um brinquedo que existe em parques de 
diversóes. Ele é constituído de um cilindro oco provido 
de um assoalho. As pessoas entram no cilindro e ficam 
em pé encostadas na parede interna. O cilindro comeca 
a girar em torno de seu eixo vertical e a partir de uma 
velocidade angular mínima, o assoalho é retirado e as 
pessoas ficam "presas" à parede do cilindro. Sendo R o 
raio do cilindro, g a aceleração da gravidade e ue o 
coeficiente de atrito entre as pessoas e o cilindro, 
determine a velocidade angular mínima о de rotação 
do cilindro a fim de que as pessoas não escorreguem `` 
durante seu movimento. AS 


Questáo 281 


Quatro corpos de massa m estáo presos a um fio flexível, inextensível e de 
massa desprezível. O sistema todo gira com velocidade angular w constante 
em torno do ponto P. Os corpo de massa m estão apoiados sobre um plano 
horizontal sobre o qual deslizam sem atrito. As trações nos fios de mesmo 
comprimento L valem Т1, To, Тз e Ta respectivamente. Sabendo que 
Тз= 14 N, determine o valor das demais trações. 


D. cd O 2 o Ts mo u O 

| T H | i 

1 [ 1 t ! 

| ! ! t 3 

He P4 PO — —— — pg 

| L 1 L | L i L | 

L 1 1 I i 

Questão 282 - $ [282 a 283] 


Uma corrente metálica de massa m = 40 g e comprimento L = 60 cm, cujos 
extremos estáo unidos, foi colocada em um disco de madeira. O disco gira 
com uma frequência f = 50 rotações por segundo. Determine a tensão da 
corrente T. 


Questão 282 Questão 283 
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Questão 283 - $ [282 a 283] 
Um aro circular fino feito de material elástico tem massa m e raio r quando 
em repouso. Esse aro é posto a girar em torno do seu eixo, como mostrado 
na figura, até atingir uma velocidade angular œ. Se a constante elástica do aro 
vale k, determine o raio final atingido pelo aro circular. 


Questão 284 - $ 
Uma caixa de madeira de massa M encontra-se em repouso apoiada sobre uma 
superfície horizontal áspera com a qual apresenta um coeficiente de atrito 
estático u. Um péndulo simples composto por um fio de comprimento L e uma 
esfera de massa m, oscila preso ao teto da caixa. Sabendo que, no instante 
mostrado na figura, a caixa encontra-se ma iminéncia “de escorregar, 
determine a velocidade da bolinha nesse momento. 


Questão 285 - $ [285 a 290] 
Um projétil foi lançado horizontalmente do alto de uma montanha com 
velocidade vo = 40 m/s numa região onde a aceleração da gravidade vale 
g = 10 m/s2. Assim, 3 s após o lançamento, os módulos da aceleração 
resultante, da aceleração tangencial atg e da aceleração centrípeta actp do 
projétil valem, respectivamente: 

а) 20 m/s?, 12 m/s?, 8 m/s? 

b) 10 m/s?, 6 m/s?, 8 m/s? 

c) 10 m/s?, 8 m/s?, 6 m/s? 

d) 20 m/s?, 8 m/s?, 12 m/s? 


Pergunta: Qual o raio de curvatura da parábola nesse instante t 2 3s ? 


Questão 286 [285 a 200] 
Um projétil foi lançado horizontalmente do alto de uma montanha com 
velocidade inicial vo = 30 m/s numa região onde a aceleração da gravidade 
vale д = 10 m/s2. Assim, 4 s após о lançamento, os módulos da aceleração 
resultante, da aceleração tangencial atg e da aceleração centripeta actp do 
projétil valem, respectivamente: А 
а) 20 m/s? , 12 m/s? , 8 m/s? 

b) 10 m/s? , 6 m/s? , 8 m/s? 

c) 10 m/s? , 8 m/s? , 6 m/s? 

d) 20 m/s? , 8 m/s? , 12 m/s? 


Pergunta: Qual o raio de curvatura da parábola nesse instante {= 4 s ? 
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Questão 287 - $ (285 a 290] 
Um projétil foi lançado horizontalmente do alto de uma montanha com 
velocidade Vo numa região onde a aceleração da gravidade vale g. Assim, t 
segundos após o lançamento, determine: 

a) a aceleração tangencial atg do projétil; 

b) a aceleração centrípeta actp do projétil 

с) o raio de curvatura da trajetória parabólica. 


Questão 288 [285 a 290] 
Um projétil foi lançado com uma velocidade inicial Vo formando um ángulo a 
com a horizontal num local onde a aceleração da gravidade vale g. Após um 
certo tempo, a velocidade do projétil vale V. Nesse instante, a componente 
centrípeta actp da sua aceleração vale: 


a) X gcosa b) “5 gsena с) y, gcosa d) y, asena e) х giga 
Questão 289 [285 a 290] 
Um projétil foi lançado obliquamente num local onde a aceleração da gravidade 
vale g. Ao passar pelo ponto de altura máxima, sua velocidade vale U. 
А componente centrípeta da aceleração desse projétil, no instante em que sua 
velocidade vale V, é: 


U V U V 

i — .— 2g— e)2g.— 

a)g b) 9-y o9 d) I7 ) 9-5 
Questáo 290 [285 a 290] 


Um projétil foi lançado obliquamente com velocidade Vo numa direção que 
forma um ângulo a com a horizontal numa região onde a aceleração da 
gravidade vale g. Assim, t segundos após o lançamento, determine: 

a) a aceleração tangencial atg do projétil; 

b) a aceleração centrípeta actp do projétil 

c) o raio de curvatura da trajetória parabólica. 


4 DINÁMICA RETILÍNEA NO 
REFERENCIAL МАО INERCIAL 


4.1 REVENDO O REFERENCIAL INERCIAL - GENERALIZAÇÕES 
A primeira lei de Newton afirma que “se um corpo estiver livre da ação de 
forças, ou ele está parado e assim permanecerá indefinidamente, ou ele está em 
movimento retilineo e uniforme e assim permanecerá enquanto perdurar a 
ausência de forças”. 
A segunda lei de Newton é expressa matematicamente pela equação 
fundamental da Mecânica Clássica, 

xF-2mà (eq1) 
onde ZÉ é a soma (vetorial) de todas as forças que agem no corpo, mé a 
massa do corpo e a é a sua aceleração. 
Uma análise superficial dessas leis de Newton mostra que a primeira lei de 
Newton é um caso particular da segunda lei, visto que, se X F=0, entáo 
teremos à = 0. Em outras palavras, se a forca resultante que age no corpo for 
nula, a sua velocidade será (vetorialmente) constante, conforme estabelecido 
pela primeira lei. 
Assim, sendo a primeira lei de Newton um caso particular da segunda lei, a 
primeira lei náo seria redundante ? Por qual motivo, entáo, Newton teria 
incluido essa versáo refinada da lei da inércia de Galileu como uma das suas 
trés leis fundamentais da Mecánica ? 
A resposta está na sutileza das entrelinhas — a questão do referencial. А 
importância da primeira lei de Newton reside no fato de ela definir um sistema 
de referência fundamental para toda a Mecânica, o referencial inercial. 


Conforme discutimos no capítulo 2, um sistema de referência é dito inercial 
quando nele se verifica a lei da inércia. Um ônibus que esteja desacelerando, 
por exemplo, não é um referencial inercial: os passageiros sentados no 
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interior desse ônibus observam que uma caixa, inicialmente em repouso no 
piso, adquire velocidade por si só e acelera para frente, durante a frenagem 
do veículo, sem que nenhuma força horizontal tenha agido na caixa para 
produzir tal aceleração. Nesse exemplo, percebe-se: 


• uma clara violação da primeira lei de Newton - lei da inércia: a caixa estava 
em repouso e, de repente, adquiriu movimento, naquele referencial, sem 
que nenhuma força horizontal tivesse atuado para alterar o seu estado de 
repouso inicial; 


* uma irrefutável violação da segunda lei de Newton: no referencial do ônibus, 
a caixa possui aceleração horizontal, sem que haja forças horizontais para 
produzir tal aceleração. 


Assim, vemos que a primeira lei de Newton tem um papel independente da 
segunda lei e importante na definição dos sistemas de referência inerciais. 
Sem esta definição, não se pode escolher um sistema de referência para 
aplicar a segunda lei de Newton. 


Quando a segunda lei de Newton afirma que a aceleração causada pela força 
resultante é dada por 


m 
essa é a aceleração que o corpo possui em todo e qualquer referencial 
inercial. 


Propriedade 5: Se dois referenciais B e C são inerciais, ou B está parado em 
relação a С, ou В está em MRU em relação a С. A recíproca não é 
necessariamente verdadeira, ou seja, o simples fato de dois referenciais 
estarem parados entre si não os torna referenciais inerciais. 


Ё 


- EF 
a = — 


A propriedade 5 afirma que, se houver velocidade relativa Vag entre dois 


referenciais inerciais A e B quaisquer, ela será necessariamente constante. 
A propriedade 5 pode ser reescrita conforme a seguir: 


Propriedade 6: Se dois referenciais B e C são inerciais, a aceleração relativa, 
entre eles, é necessariamente nula ась = авс = б. A recíproca não é 
necessariamente verdadeira, ou seja, se dois referenciais tiverem aceleração 
relativa entre si nula, eles não são necessariamente referenciais inerciais. 

A partir das propriedades 5 e 6 anteriores, o que podemos inferir sobre a 
percepção que dois observadores inerciais B e C têm a respeito do 
movimento de um terceiro móvel A qualquer ? 
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e Será que dois referenciais inerciais B e C genéricos concordam com o valor 
da velocidade de um terceiro móvel A que se mova em relação a eles, ou 


seja, será que Vic = Vas ? 


Pela expressão geral da velocidade relativa (vetorial) entre três móveis A, B e 
C, mostrada a seguir 


Vac = Мав + Vac (eq3) 
vé-se que, em geral, se dois referenciais inerciais B e C apresentarem velocidade 
relativa Vgc entre si (isto é, se B mover-se em relação a C, então discordarão 


da velocidade de um terceiro móvel A (isto é, se Vac * O, teremos 
Vac + Va): 

Os referenciais inerciais só concordaráo com a velocidade do terceiro móvel 
(Vac = Vas) no caso em que esses referenciais estiverem parados entre si 


(Vac 20). 


е E acerca da aceleração ? Será que dois referenciais іпегсіаіѕ В e C 
genéricos sempre concordam com o valor da aceleração de um terceiro 
móvel A, que se mova em relação a eles, ou seja, será que адс = адв ? 


Ora, da propriedade 6 enunciada anteriormente, sabemos que, se B e С são 
-eferenciais inerciais, a aceleração relativa entre eles é necessariamente nula 


авс = Ô. Assim, pela expressão geral da aceleração relativa (vetorial) entre 
três móveis A, Be C, mostrada abaixo 


адс = адв + авс (ед4) 


сот авс = б, pode-se enunciar a seguinte propriedade: 


Propriedade 7: Dois referenciais іпегсіаіѕ В e С quaisquer sempre 
concordam com a aceleração de um terceiro móvel A, isto é, адс = адв. Ет 


outras palavras, a aceleração de um móvel é sempre a mesma em qualquer 
referencial inercial, podendo ser calculada pela segunda lei de Newton 


. IF 
a = — 


і т 

i | 
É por esse motivo que se pode afirmar que a aceleração calculada pela 
segunda lei de Newton é a aceleracáo do móvel simultaneamente em todo e 
qualquer referencial inercial. 


Em linhas gerais, vimos que, embora a velocidade de um móvel possa 
assumir valores diferentes, quando medida por diferentes referenciais 
inerciais, a sua aceleração será sempre a mesma, ainda que medida por 
distintos referenciais inerciais. Isto decorre do fato de os referenciais inerciais 
nunca terem aceleração relativa entre si (propriedade 6). 
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Com efeito, se diferentes referenciais inerciais sempre concordam tanto com a 
massa т (a massa é invariante) quanto com a aceleração а (propriedade 7) 
de um móvel, esses fatos nos levam a concluir que : 


Propriedade 8: Todos os referenciais inerciais concordam a respeito de todas 
as forças (forças de interação) que agem sobre um móvel, bem como acerca 
da força resultante agindo sobre ele, dada pela segunda lei de Newton 


EF = т. 


Grandezas Absolutas (дие independem do Referencial inercial) 
* massa; 

* aceleração; 

* forca; 

• Impulso; 

* tempo, temperatura, densidade 

• Adicionalmente, acrescentamos aqui todas as leis físicas. 


Grandezas Relativas (que dependem do Referencial inercial) 
* velocidade, quantidade de movimento, energia cinética 


e deslocamento; 
* trabalho. 


Usando a linguagem matemática, dizemos que as leis de Newton são 
invariantes em mudanças de um referencial inercial para outro referencial 
inercial. Todos os referenciais inerciais aplicam as leis de Newton da mesma 
forma, ou, ainda, todos os referenciais inerciais são equivalentes. 


É importante ressaltar que, até agora, nos ocupamos em descrever várias 
propriedades dos referenciais inerciais sem, no entanto, nos preocuparmos 
em fazer uma lista deles. Sabemos que qualquer referencial que esteja parado 
ou em MRU, em relação a um referencial inercial, também será um referencial 
inercial. A questão que surge é: qual é o referencial inercial-padrão ? 


А rigor, essa busca do referencial inercial padráo é filosófica, profunda e пао 
ampliará em nada a nossa compreensáo do assunto. Objetivamente falando, 
a maneira prática de verificar se um referencial é ou nào é inercial é testar 
experimentalmente a validade das leis de Newton naquele referencial. 


Se, à primeira vista, nenhuma delas for violada, estaremos, em primeira 
aproximação, diante de um referencial inercial. Caso contrário, o referencial é 
dito não inercial. Lembramos que, neste livro, usaremos a aproximação de 
que a Terra é um referencial inercial. 


4.2 - O REFERENCIAL NÃO INERCIAL 


Dado que somos capazes de identificar, em primeira aproximação, um 
referencial inercial, facilmente reconheceremos um referencial não inercial. 
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Afinal, será classificado como não inercial todo e qualquer referencial que 
estiver acelerado em relação a um referencial inercial. 


Propriedade 9: Referencial nào inercial é todo aquele que apresentar 
aceleração em relação a um referencial inercial. Por esse motivo, os 


referenciais não inerciais são também conhecidos como os referenciais 
acelerados. 


Conforme vimos anteriormente, a aceleração calculada pela segunda lei de 
Newton é a aceleração do móvel em relação a qualquer referencial inercial; 


qualquer um mesmo, visto que jamais haverá aceleração relativa entre 
referenciais inerciais ( propriedade 6 ). 


Portanto, a aceleração calculada pela segunda lei de Newton (aceleração do 
móvel no referencial inercial) jamais concordará com a aceleração do móvel 
num referencial não inercial, visto que sempre haverá aceleração relativa 
entre essas duas classes de referenciais. 

* 


Esse raciocinio confirma a tese de que: 


Propriedade 10: As leis de Newton, da maneira como foram formuladas, só 
são válidas nos referenciais inerciais. 


Exemplo Resolvido 2: A figura mostra Beto e o Mago se movendo com 
acelerações horizontais respectivamente авд = 7,5 m/s? e ama = 2,5 m/s? em 
relação à árvore (referencial inercial). O pêndulo suspenso por Beto 
permanece em repouso, no referencial do garoto, formando um ângulo 


а = 37? com a vertical. Se a gravidade local vale g = 10 m/s?, o prof. Renato 
Brito pede que você determine (sen 37º = 0,6 cos 37º = 0,8): 


а) a aceleração do péndulo em relação ao Beto (aps) ; 

b) a aceleração do pêndulo em relação à árvore (apa) ; 

с) a aceleração do pêndulo em relação ao Mago (apm); e 

d) a aceleração do pêndulo em relação ao Mago (арм), caso este estivesse se 
movendo com velocidade constante Vma = 3 m/s em relação à árvore. 
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Solução: 

No referencial do Beto, o pêndulo se encontra em repouso permanente 
(V = 0, а’ = 0), isto é, em equilíbrio estático. Afinal, ele nem se aproxima nem 
se afasta do Beto, enquanto o garoto move-se em relação à Terra. 


Mas o referencial do Beto é inercial ou não inercial ? 

Comecemos analisando a árvore. Ora, com certeza, ela é um referencial 
inercial, visto que não possui aceleração em relação à Terra. Afinal, ela está 
fixa à Terra, que é admitida como referencial inercial (propriedade 3). 


Como o Mago e o Beto, entretanto, possuem aceleração em relação à Terra 
(ou à árvore), pela propriedade 9, eles certamente são referenciais não 
inerciais. 


Comentário: note, o que faz com que o Mago e o Beto sejam classificados 
como referenciais não inerciais não é o fato de eles terem velocidade em 
relação à árvore (ou à Terra) mas, sim, o fato de cada um deles ter 
aceleração em relação a ela. 


a) A aceleração do péndulo em relação ao Beto é nula (ars = 0), visto que a 
velocidade do pêndulo em relação ao Beto é constante, permanentemente 
nula. 


Tentar aplicar a segunda lei de Newton > É = т. а no referencial do Beto, a 
fim de determinar a aceleração aps do pêndulo em relação ao Beto, seria 
inútil, visto que, conforme a propriedade 7, a segunda lei de Newton aplicada 
ao pêndulo determinará a sua aceleração em relação aos referenciais 
inerciais, nesse caso, em relação à Terra ou à árvore. 


pêndulo 


b) A árvore é um referencial inercial, por isso, para determinar a aceleração 
а = apa do péndulo em relação a ela, basta aplicar diretamente a segunda lei 
de Newton: 


Na vertical: T.cosa=m.g  (eq5) 
Na horizontal: Ев = т.а = Т.ѕепа = т.а (eg6) 


Dividindo eq6 por ед5, membro a membro, vem: 


126 Fundamentos de Mecánica 


Т. sena ma e a T.cosu a 
Т. cosa m.g 9 ? 


T.seng. 
a = ард = g. tg a = 9 tg(37º) = 10 x 0,75 


a = apa = 7,5 mis? 


Note que, conforme era esperado, a aceleração do pêndulo em relação à 
árvore coincidiu com a aceleração do Beto em relação à árvore (dada no 
enunciado) apa = asa = 7,5 m/s?, uma vez que o pêndulo não possui 
aceleração em relação ao Beto. 


c) Pela equação do movimento relativo, podemos dizer que a aceleração do 
pêndulo em relação à árvore ард é igual à aceleração do pêndulo em relação 


ao Mago êpy mais a aceleração do Mago em relação à árvore ам. 
Matematicamente, vem: 
ард = арм + амд 
Substituindo os vetores com os seus respectivos módulos ao lado, temos: 
(э 7,5) = ¿um + (225) 
арм = (27,5) + (2,5) 
арм = > 5,0 m/s? 
3e o Mago estivesse se movendo com velocidade constante Vma = 3 mis 
im relação à árvore (referencial inercial), ele teria aceleração nula аџд = 0 


em relação à árvore, o que o tornaria um referencial inercial (propriedade 2, 
capítulo 2). Dessa forma, como a aceleração determinada no item b é a 
aceleração do pêndulo em qualquer referencial inercial, então, também será a 
aceleração dele em relação ao Mago movendo-se em MRU, ou seja, 
ápm= > 7,5 m/s?. 


Se vocé preferir o formalismo matemático, podemos escrever: 


ард = арм + амд 
Substituindo os vetores com os seus respectivos módulos ao lado, temos: 
(75) = äm + б 
ару = > 7,5 m/s? 


4.3 О PRINCÍPIO DA EQUIVALÊNCIA DE EINSTEIN 

O Princípio da Equivalência foi formulado por Albert Einstein em 1909, 
constituindo a base da sua Teoria da Relatividade Geral. Ao contrário do que 
possa parecer, a idéia por trás desse princípio físico é bastante simples e 
intuitiva, com largo emprego no entendimento e resolução de problemas de 
Mecânica. 
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Para entendermos de forma clara e objetiva o Princípio da Equivaléncia, 
consideremos o nosso amigo Raulzito no interior de um elevador em repouso 
na Figura 47. 


Figura 47 Figura 48 


Devido à ação do campo gravitacional terrestre, todos os corpos localizados 
no interior do elevador são puxados para baixo, em direção ao centro da 
Terra. É por isso que um pêndulo preso ao teto oscila (Figura 47), quando 
abandonado do repouso com o fio inclinado; ou que uma bola de tênis de 
massa т cai em direção ao piso do elevador com aceleração a = д, quando 
abandonada a meia altura, conforme nos garante a segunda lei de Newton: 


а- a DM 


m m 


=9 


Até aqui, nada demais, correto ? Imagine, entretanto, que o elevador do Raul 
seja levado ao espaço sideral, longe de qualquer estrela ou planeta, num local 
onde não há nenhuma grande massa causando campo gravitacional: 


Se não há campo gravitacional (g = 0), a 
esfera do pêndulo (Figura 49) não sofrerá 
atração gravitacional e, assim, permanecerá 
em repouso, presa ao teto do elevador com 
o fio frouxo. A bola de tênis, abandonada a 
meia altura, agora não cairá em direção ao 
piso do elevador mas, sim, ficará levitando 
em repouso onde tiver sido abandonada. 


Fisiologicamente, a sensação da pessoa, no 
interior do elevador, é de ausência de 
gravidade. É a mesma terrível sensação que 
uma pessoa tem quando está em queda livre Figura 49 
em direção a uma piscina, despencando 


sem nenhum apoio sob seus pés. 
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Voltando ao aspecto físico, a pergunta chave é: haveria alguma forma de se 
produzir uma espécie de gravidade artificial no interior do elevador, de forma a 
fazer com que os objetos voltem a ser acelerados em direção ao piso, como 
ocorria na Figura 47, devolvendo ao Raul a sua sensação de peso ? 
A resposta é afirmativa. Para isso, devemos instalar propulsores embaixo do 
elevador, de forma a acelerá-lo para cima, como mostrado na Figura 50. 


a 
Elevador com aceleração a, Elevador sujeito a um campo 
livre de campos gravitacionais gravitacional a, sem aceleração. 


Figura 50 


Quando os propulsores fornecerem ao elevador uma aceleração a (m/s?) para 
cima, o que ocorrerá no interior do elevador ? Ora, no referencial do elevador, 
a bola de tênis cairá com essa mesma aceleração a (m/s?) em direção ao 
piso. Todos os demais objetos tenderão a acelerar para baixo com aceleração 
a (m/s?), da mesma forma que o fazem quando o elevador está em repouso 
na superfície de um planeta onde o campo gravitacional tem intensidade a 
(N/kg). Essa equivalência é mostrada na Figura 50. 


A verdade é que essa aceleração а (m/s?)? que o elevador possui, no 
referencial inercial, será sentida no referencial do elevador (referencial não 
inercial) como um legitimo campo gravitacional de intensidade a (N/kg)W, na 
mesma direção e sentido oposto ao da aceleração desse referencial não 
inercial. 

Essa idéia razoavelmente intuitiva é o que chamamos de Princípio da 
Equivalência de Einstein. Qualquer experimento físico, quer de Mecânica, ou de 
Eletromagnetismo, ou de Termodinâmica, levado a cabo no interior de cada um 
dos elevadores da Figura 50, sempre levará aos mesmos resultados 
experimentais, confirmando que esses sistemas físicos são absolutamente 
equivalentes. 
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4.4 ELEVADOR ACELERADO PARA CIMA 


Na Figura 51, vemos um elevador com aceleração a (nvs?)T apontando para 
cima num local onde o campo gravitacional tem intensidade g (N/kg). 


Elevador com aceleração a, sob Elevador com aceleração nula, sob ação 
É hor animse п 
ação de um campo gravitacional 9 de um campo gravitacional *g + a 


Figura 51 


O Princípio da Equivaléncia estabelece uma equivaléncia entre um referencial 
inercial e um referencial não inercial: um elevador com aceleração a (m/s?)f 
apontando para cima num local onde o campo gravitacional vale 
g (N/kg) equivale, do ponto de vista de quem esteja no seu interior, a um 
elevador com aceleração nula num planeta onde o campo gravitacional 
vale “g + a” (N/kg). 


Ё por esse motivo que, quando você está dentro de um elevador nessas 
circunstâncias, no seu dia-a-dia, tem a sensação de que o seu peso está um 
pouco maior do que o de costume. 


Apesar de denominarmos “g' =g + а" o campo gravitacional resultante ou 
aparente no interior do elevador, o seu efeito é real e claramente perceptível 
por qualquer pessoa em seu interior. 


Considere que haja uma lâmpada fixa ao teto desse elevador e, portanto, em 
repouso (v' = 0) nesse referencial. Se, durante o movimento desse elevador, 
ela se desprender, sua aceleração de queda-livre, naquele referencial, será 
visivelmente maior que a costumeira aceleração a = g (m/s?). Isso evidencia 
que, de fato, o campo gravitacional (N/kg) que a puxa para baixo, no 
referencial do elevador, vale g' = g + a. Assim, se a altura do teto do elevador 
em relação ao seu piso vale H, o seu tempo de queda T é facilmente 
determinado assim: 
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He (972. (Gea? qo (20 (ат) 
2 2 desa 

Outro exemplo interessante consiste em fixar um péndulo simples ao teto 

desse elevador. Genericamente, um péndulo simples, oscilando num campo 

gravitacional 9 (N/kg), apresenta um período T dado por: 


T= a E (ед8) 


Fixando-se esse péndulo ao teto dos elevadores da Figura 51, qual seria о 
período do seu movimento oscilatório ? Bom, como garante o Princípio da 
Equivaléncia, esse período é exatamente o mesmo, independente de em qual 
dos elevadores da Figura 51 o péndulo tenha sido fixado. Afinal, trata-se da mesma 
realidade física, só que interpretada de pontos de vista diferentes. 

Como, entretanto, a expressão eq8 foi originalmente determinada num 
sistema isento de aceleração, ela é prontamente adaptada ao elevador da 
direita na Figura 51. Assim, o período de oscilação do pêndulo no interior de 
qualquer desses dois elevadores é dado por: 


T= 2x, E = 2n. E (eq9) 


g+a 


4.5 ELEVADOR ACELERADO PARA BAIXO 


A Figura 52 mostra um elevador com aceleração a (m/s?) apontando para 
baixo num local onde a gravidade vale g (N/kg). 


O Principio da Equivalência estabelece que um elevador com aceleração a 
(mis?) apontando para baixo, num local onde о campo gravitacional vale 
g (N/kg), equivale, do ponto de vista de quem esteja no seu interior, a um 
elevador com aceleração nula, num planeta onde a campo gravitacional 
(N/kg) vale “g'= g-a”. 


Elevador com aceleração a, sob Elevador com aceleração nula, sob ação 
ação de um campo gravitacional g de um campo gravitacional "g - a" 


Figura 52 
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É, novamente, por esse motivo que, quando você está dentro de um elevador 
nessas circunstâncias, no seu dia-a-dia, tem a sensação de que o seu peso 
está um pouco menor do que o de costume, visto que o campo gravitacional 
(N/kg) aparente em seu interior estará valendo g' = g — a. 


A expressão “campo gravitacional aparente”, de certa forma, poderia ser 
também entendido como “gravidade efetiva” ou “gravidade resultante”, na 
concepção do prof. Renato Brito. 


Se, mais uma vez, a lâmpada fixa ao teto do elevador se desprender e cair 
em direção ao piso, sua aceleração de queda livre será visivelmente menor do 
que a costumeira aceleração g (N/kg), evidenciando que, de fato, o campo 
gravitacional (N/kg) que a puxa para baixo naquele referencial vale 
g' = 0— a. Assim, se a altura do teto do elevador em relação ao seu piso vale 
H, o seu tempo de queda T é facilmente determinado assim: 


' j 
н = (99172. (9 -ал? > те (eq10) 
2 2 g-a 


Da mesma forma, o período de oscilação do pêndulo, no interior de qualquer 
dos elevadores da Figura 52, é dado por: 


T= 2r JE = 2n. Lt. (eq11) 
Vg \9-а 


4.6 VAGÃO ACELERADO HORIZONTALMENTE 

A Figura 53 mostra um vagão com aceleração à (m/s?) para a direita, num 
local onde o campo gravitacional vale g (N/kg). No seu interior, um pêndulo 
suspenso ao teto se mantém em repouso em relação ao vagão, com uma 
inclinação permanente a. com a vertical. 


Figura 53 — Referencial da Terra 


Assim, do ponto de vista de um referencial inercial fixo ao solo, a esfera do 
pêndulo descreve uma trajetória retilínea horizontal, compartilhando da 
mesma aceleração à do vagão, graças à componente Tx — da tração que 
age sobre ela. Assim, esse referencial escreverá a segunda lei de Newton na 
horizontal: 


. FR= m.a > Тх=та > Т.ѕепа = т.а (eq12) 
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Como a bola não apresenta aceleração vertical, as forças devem se equilibrar 
mutuamente nessa direção. O referencial inercial escreverá: 
e Equilíbrio vertical: Ty = Р > Т-соѕа = mg (eq13) 
Dessa forma, dividindo as relações eq12 e eq13, membro a membro, o 
referencial inercial conclui que a aceleração do vagão (e consequentemente 
da bola do pêndulo) se relaciona com o ángulo a de inclinação do pêndulo 
segundo a expressão: 

a =g-tga (eq14) 
Agora, observemos todo esse cenário a partir do referencial do próprio vagão 
(Figura 54), referencial este que se encontra acelerado em relação à Terra, 
constituindo-se, portanto, um referencial não inercial. 


Figura 54 — Referencial do vagão 


Para efetuarmos essa mudança de referencial, garantindo ainda a validade 
das leis de Newton no referencial acelerado, faremos uso do Princípio da 
Equivalência: a aceleração a (m/s?) (que o vagão possui no referencial da 
Terra) será substituída (no referencial do vagão) por um “campo gravitacional 
adicional" «<a (N/kg) de mesmo valor, mesma direção e sentido contrário da 
aceleração a (m/s?) que será “esquecida”, visto que o vagão não apresenta 
tal aceleração no referencial do próprio vagão (© obviamente....). 

Nesse ponto, é importante chamar a atenção do leitor para não usar mais o termo aceleração 
(m/s?) para se referir ao vetor «-a que se encontra dentro do vagão (Figura 54). Nesse referencial 
do vagão, esse vetor «a designa um campo gravitacional a «< (N/kg). 

Adicionalmente, não devemos achar que uma aceleração (m/s?) e um campo gravitacional 
(N/kg) tratam-se da mesma entidade física, só porque eles têm unidades físicas iguais 
(1 N/kg = 1kg.m.s?7/kg = 1 m/s?) e o Princípio da Equivalência estabelece uma equivalência entre 
eles. Existem outras grandezas tais como momento de uma força (N.m) e trabalho 
(N.m = joule) que também apresentam unidades físicas iguais mas que têm significados físicos 
bem distintos. 

A aceleração é o efeito dinâmico de uma força (a = Fa/ m) que, ao agir sobre um corpo de massa 
m, que faz a sua velocidade sofrer alterações no ritmo Av/At dado por essa aceleração a, ou 
seja, a = Fa/ m = Av/At. Por outro lado, um campo gravitacional g é um ente abstrato que, ao 
agir sobre um corpo qualquer de massa m, imprime sobre ele uma força gravitacional (atrativa) de 
intensidade Ем, = m.g. É possível um corpo possuir aceleração mesmo sem sofrer a ação de um 
campo gravitacional e vice-versa, de forma que aceleração e campo gravitacional são entidades 
física distintas. O que o Princípio de Einstein faz é estabelecer uma equivalência entre elas, numa 
mudança de um referencial inercial para um não-inercial. 
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Assim, do ponto de vista de quem se encontra no referencial do vagão (Figura 
54), haverá dois campos gravitacionais a e g igualmente legítimos, conforme 
estabelecido pelo Princípio da Equivalência. 


Ora, mas campos gravitacionais produzem forças gravitacionais ao atuarem 
sobre massas, não é verdade ? Assim, da mesma forma que a gravidade gl 
(gerada pela massa da Terra) age sobre a massa m do péndulo, produzindo 
sobre esta a força gravitacional m.gl ; a gravidade as- (fruto da mudança 
do referencial inercial para o não inercial) também agirá sobre a referida 
massa m, produzindo nela a força gravitacional т.а «- como mostrado na 
Figura 54. 


Trata-se de uma força de 
inércia, meu caro Mago. 
Falaremos sobre ela em 
breve. 


Prof, isso parece mágica ! 
De onde vem essa força m.a 
das figuras 8 e 9 ? Ela é uma 
força real ? 


Nesse referencial acelerado, após fazermos uso do Princípio da Equivalência, 
adicionando a gravidade а< ao sistema, bem сото a respectiva força 
gravitacional m.a«-, as leis de Newton voltam a ser satisfeitas (embora se 
trate de um referencial não inercial O). 


Mg 


N 


Figura 55 Figura 56 


* No referencial do vagào, a bola do péndulo se encontra em repouso 
permanente (у = 0, a' = 0). Por se tratar de equilíbrio num referencial nào 
inercial, usaremos a denominação equilíbrio relativo. 


Ordinariamente, utiliza-se o termo “equilibrio” apenas quando se trata de um 
equilibrio em um referencial inercial, reservando a expressão “equilibrio 
relativo” para o caso em que o equilíbrio ocorrer em um referencial não 
inercial. O estudante deve seguir essa convenção ao fazer uso dessas 
ferramentas na resolução de questões discursivas. 
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e As forças que agem nessa bola, nesse referencial, são o seu peso m.g, a 


tração T e a força de inércia m.a (veja Figura 55) . A força de inércia é uma 
força gravitacional fictícia. 


e Na direção horizontal (Figura 56), a força de inércia “m.a” equilibra a 
componente horizontal Tx da tração: Tx = T.sena=m.a  (eq15) 


e Na direção vertical (Figura 56), o peso m.g da bola equilibra a componente 
vertical Ty da tração: Ty = T.cosa = m.g (eq16) 

Das relações eq15 e eq16, o observador que se encontra no interior do vagão 

(Figura 54) concluirá que a inclinação а do péndulo se relaciona com as 

gravidades a e g no seu referencial, segundo a expressão: 


а =9.tga (eq17) 

Comparando as relagóes eq12, eq13 e eq14, escritas pelo referencial inercial, com 
as relações eq15, eq16 e eq17, escritas pelo referencial acelerado, vemos que 
ambos chegam às mesmas equações e, portanto, aos mesmos resultados, apesar 
de usarem argumentos e princípios físicos distintos, conforme o referencial de 
cada um. 

Ainda na Figura 54, uma segunda forma alternativa do referencial nào inercial 
interpretar o que se passa no interior do vagão é considerar a ação de uma 
ünica gravidade resultante g' que será a soma vetorial das gravidades 
parciais : 

=g+ā (eq18) 


Seu módulo pode ser determinado pelo Teorema de Pitágoras ou calculando о 
sseno de a no triângulo em destaque na Figura 54. 


g = [+a = —— (eq19) 
cosa 
ponto de vista do referencial no interior do vagão (Figura 54), a gravidade 
deixou de ser g (Figura 53) e passou a ser ġ ' (Figura 54). As forças que 
agem na bola do pêndulo, nesse contexto, são a tração T e o peso da bola P' 
= m.g'. 


Estando o pêndulo, em equilibrio relativo nesse referencial, as forças T e P' 
que agem na bola (Figura 54) têm o mesmo valor, mesma direção e sentidos 
contrários de forma a se cancelarem (mutuamente) : 


T=P > T=mg' 
Adicionalmente, essa gravidade resultante g' define uma nova direção 


vertical e, conseqüentemente uma nova direção horizontal perpendicular a ela 
nesse referencial, como mostra a Figura 57. 


Basicamente, o sistema de “coordenadas convencional XoY” sofreu uma 
rotação de um ángulo a tal que tga = a/g, conforme o triângulo retângulo em 
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destaque na Figura 57. A nova vertical, definida pela direção da nova 
gravidade 9 ', forma um ángulo а com a vertical original. 


Figura 57 — novas direções horizontal e vertical 


A própria natureza adapta-se perfeitamente a essas novas direções vertical 
(direção de g') e horizontal (direção perpendicular a g') redefinidas no 
referencial não inercial. Uma comprovação experimental desse fato é o 
interessante comportamento da superfície livre de um líquido que preencha o 
interior de um vagão apoiado sobre trilhos retilíneos: 


* Caso о vagão esteja parado ou em MRU num referencial inercial, a 
superfície livre do líquido repousará na horizontal, conforme a lei de Stevin, da 
Hidrostática (Figura 58); 

* Caso o vagão esteja se movendo com aceleração constante a», ele 
constituirá um referencial não inercial e a superfície livre do líquido nele 
contido agora repousará na nova direção horizontal (Figura 59) como se, 
рага o liquido, o campo gravitacional resultante g’ К que reina nesse 
referencial não inercial fosse tão natural quanto a antiga gravidade gi 
convencional. Nesse caso, a lei de Stevin, da Hidrostática também, 
precisará ser adaptada para esse referencial náo inercial. Faremos isso no 
volume 3 dessa colegáo, no capítulo de Hidrostática. 


Figura 58 - superficie da água caso o Figura 59 - superficie da água caso o 
vagáo seja um referencial inercial vagáo seja um referencial náo inercial 


A verdade é que, como os líquidos náo sáo Homo sapiens nem muliere 
sapiens O, para eles, de fato, nada incomum está ocorrendo no referencial 
acelerado. Quando um péndulo simples, fixo ao teto do vagáo, é abandonado 
em repouso nessa nova direção vertical, ele tende a permanecer estacionário 
alinhado à direção de g’ . 
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Figura 60A - péndulo simples oscilando simetricamente em relacáo a g' 


Se, porém, o seu equilíbrio for perturbado, o péndulo inclinado executará um 
MHS (Figura 60), oscilando simetricamente em relação à direção do novo 
campo gravitacional g' (como de costume), com período de oscilação dado 


por : 
2 fE = 2т. = "oed RUE (eq20) 
Je? +а? +а? 9 


Figura 60B – Vadit cheio de ar atmosférico acelerado para a direita 


Quando um vagáo preenchido de ar atmosférico é acelerado horizontalmente 
(Figura 60B), tanto o famoso balào de gás hélio como o péndulo com bola de 
ferro ficarão em equilibrio relativo na direção da nova vertical (direção da 
gravidade resultante g’). 


Figura 60С — Aquário acelerado para a direita 


Se esse vagão estiver parcialmente preenchido com água (aquário), a 
superfície livre da água fica na direção da nova horizontal (perpendicular a 9"). 
Já os pêndulos simples, independentes de estarem presos ao teto do vagão 
(bola de ferro) ou presos ao chão do vagão (bola de isopor dentro da água), 
ficam alinhados à direção da nova vertical (direção de g') e, portanto, sempre 
perpendiculares à superfície livre da água. 
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47 FORÇAS DE INTERAÇÃO E FORÇAS DE INÉRCIA 
Seja um vagão que move-se sobre trilhos retilineos (Figura 61) com 


aceleração a> em relação à Terra, constituindo-se, portanto, um referencial 
não inercial. 


No interior desse vagão, vemos dois corpos A e B, abandonados do repouso, 

em relação ao vagão, conectados entre si mediante fio e polia ideais, sobre 

uma mesa lisa. 

Exemplo Resolvido 3: dadas as massas dos corpos ma = 8 kg e me = 2kg,a 

aceleração do vagão a = 3 m/s? e a gravidade local g = 10 nvs?, determine: 

а) À aceleração adquirida por cada corpo; 

b) A tração no fio; 

c) Quanto tempo o bloco A leva para percorrer a distância d = 80 cm e 
encostar na parede traseira do vagão. Admita que o bloquinho parte do 
repouso em relação ao vagão. 


L — == = 


Figura 61 - vagão movendo-se em relação à Terra 
(referencial não-inercial) com aceleração constante a. 


1º Resolução — no referencial Inercial (Terra) 


Facilmente identificamos todas as forças que agem em cada um dos corpos А 

e B do sistema (Figura 62): 

* a caixa A interage com a superfície horizontal lisa da mesa, recebendo dela 
uma força de contato normal NÎ, bem como recebe uma força de tração 
T2 devido à corda e finalmente uma força gravitacional ma.g+ em virtude 
da gravidade terrestre gv. A ação exclusiva dessas três forças determinará 
a aceleração dessa caixa aar — em relação à Terra (referencial inercial); 

* a esfera B, por sua vez, recebe uma força de contato f— horizontal devido à 
parede da mesa, bem como uma tração TT e uma força gravitacional тв.9 
4 em decorrência da gravidade terrestre. A ação exclusiva dessas trés 
forças determinará a aceleração авт N dessa caixa em relação à Terra 
(referencial inercial). 
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ктш aav ау 
т Po DD dasr=aav+tayr 
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UE ágy| SET 
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тв.9 : B = à 
e.g; авт =аву t аут 


Figura 62 


алт = aceleração do corpo A em relação a Terra; 
аду = aceleração do corpo А em relação ao vagão; 
аут = aceleração do vagão em relação à Terra; 
авт = aceleração do corpo В em relação a Terra; e 
аву = aceleração do corpo B em relação ao vagão. 
аут = aceleração do vagão em relação à Terra. 


Como o fio que conecta as caixas A e B não estica, podemos garantir que os 
corpos A e B apresentam acelerações de módulos iguais no referencial do 
vagão, ou seja: 

[аду = |аву| = а’ 
А асе!егасао do уадао em ге!асао à Terra tem módulo: 

[ат | = a = 3 m/s? 


Isto posto, os diagramas vetoriais da Figura 62 podem ser redesenhados 
assim: 


a' с а'| er 
3 - 
AT a 
алт = аду +ауг авт = аву + аут 


Figura 63 - aceleração de A e B, em 
relação à Terra, e suas componentes 


Como sabemos, a segunda lei de Newton (Fr = т.а) relaciona as forças que 
agem no corpo com a sua aceleração em relação à Terra (ou qualquer outro 
referencial inercial). Nos diagramas da Figura 63, vemos que o corpo A possui 
aceleração алт em relação à Terra de módulo: 


Елі 7 a*a  (eq21) 
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Já a aceleração авт do corpo В em relação à Terra possui componentes 
horizontal e vertical cujos módulos são dados por: 


Componente horizontal : |аьтҳ | = a (eq 22) 
Componente vertical: [ату | =а' (eq 23) 
Assim, analisando o corpo A (Figura 62), temos : 
* na vertical (equilíbrio): М = ma.g (eq 24) 


* na horizontal, a caixa A (Figura 62) move-se com aceleração áay sob ação 
da tração T. Assim, pela segunda lei de Newton : 


Ев = ma .адт, com aar = a*a' (veja eq21) 
T= ma.(a+a”) (eq 25) 
Analisando o corpo B, temos: 
* Na vertical, a esfera B desce com aceleração vertical àgr, no referencial da 
Terra (inercial). A segunda lei de Newton permite escrever: 
Fay = me . astry, com автү = а’ (veja eq23) 
(mag- T) = т.а’ (eq 26) 
* Na horizontal, a esfera В move-se com aceleração horizontal darx no 
referencial da Terra (inercial). A segunda lei de Newton permite escrever: 
Евх = ms. автх, com автх= a (veja eq22) 
f = maa (eq 27) 


Para determinar o valor de a', podemos somar as relagóes eq25 e eq26, 
membro a membro: 


me.g = ma. (ata!) + та.а' 
Sendo ma=8 kg, ms=2kg e a=3 m/s”, vem: 

2.(10) = 843 + а’) + 2а' > а'= – 0,4 ms? I 
Em nossos cálculos, subentendemos que а aceleração dos corpos А е B em 


relação ao vagão seria а’ com o sentido indicado na Figura 64. Essa hipótese, 
entretanto, nos levou a um valor negativo para a' ! 


Figura 64 - sentido original convencionado Figura 65 - novo sentido convencionado 
para a' durante os cálculos, resultando um para a', resultando um valor positivo 
valor negativo para a! para a” 
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Isso sugere que, na verdade, os blocos A e B nesse sistema aceleram no 
sentido indicado na Figura 65, na qual temos a' = *0,4 m/s?. Assim, chegamos 
à surpreendente conclusáo de que a esfera B acelerará para cima T, ao passo 
que a caixa А acelerará para trás +, no referencial do vagão. 


a a 
y 
E E 
a алт авт 
dar = аду + аут авт = аву + avr 


Figura 66 - асе!егасао de A e B, em ге!асао а Terra, e suas componentes 


Os vetores aceleração de módulo a' que aparecem nos diagramas da Figura 
63 também devem ter o seu sentido invertido. Os novos diagramas de 
aceleração para os corpos A e В aparecem na Figura 66. 

As relações eq21, eq25 e eq26 também precisarão ser adaptadas, por conta 
da inversão do sentido da aceleração a’ mostrada na Figura 65. 


Eu vou alegar 
inércia, Claudete, 

` mas sei que não é 
- Q- muito convincente... 


Profinho, mas como pode essa 
esfera B subir pra cima, hein ? 
O peso dela puxa ela é para 
baixo, ora | 


A explicação para a subida da esfera B, dada pelo referencial inercial 
observando tudo de fora do trem, em geral, é desconfortável e não agrada 
muito o estudante. De fato, ela é pouco intuitiva. Тү Ta 

A idéia é afirmar que, por inércia, a caixa A 

resiste a ser acelerada em relação à Terra. 

O vagão acelera >a, mas a caixa A tenta Ts 
permanecer inerte. Assim, como a esfera B, a 

mesa e a polia aceleram violentamente para a Ta 
direita, e o fio náo estica, ele finda puxando a mesa (в) 
caixa А com uma grande tração Т: que reage, 
por sua vez, exercendo uma grande tração 
T2 +, que se propaga pelo fio e finda exercendo 
uma grande tração Ta Т na esfera, que supera o seu peso ms.g e a acelera 
para cima também. 


figura 67 mb-9 
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А caixa A, portanto, escorrega para trás, em relação à mesa fixa ao vagão, 
porque resiste a acompanhar a aceleragáo do vagáo, provocando a subida da 
esfera B. Quanto maior for a massa da caixa A, maior será a sua inércia, 
maior será a sua resisténcia a ser acelerada. 
Em relacáo à Terra, todavia, a caixa A acelera para a esquerda ou para a 
direita ? Ora, observando o diagrama de acelerações dessa caixa na 
Figura 66, considerando os módulos das acelerações a = 3 m/s? e а’ = 0,4 m/s?, 
vemos que алт > apontará para a direita mesmo, com módulo : 

láx| = a-a' = 3-0,4 = 2,6 m/s? (eq 28) 
Ora, mas já era esperado que a caixa A apresentaria aceleração a4; > para a 


direita, no referencial inercial (Terra), visto que a força resultante T1 — sobre 
ela aponta para a direita. 

Para determinar a intensidade dessa tração T4 no fio, podemos aplicar 
diretamente a segunda lei de Newton na direção horizontal para a caixa A 
(Figura 67): 


Fr = ma.aar, com lag|=a-a! (veja eq28) 
Ti=m(a-a)=8.(3-0,4) 
Т.= 20,8 М 


Ё importante atentar para o fato de que, em todos os casos até agora, a 
aceleração que tem figurado na segunda lei de Newton é a aceleração do corpo 
em relação a um referencial inercial (nesse caso, a Terra). Adiante, com o uso do 
Principio da Equivalência, adaptaremos a segunda lei de Newton para que ela 
passe a calcular acelerações dos corpos nos referenciais acelerados. 


Assim, considerando que o fio é ideal (massa nula), bem como a lei da ação- 
reação, temos T1 = T2 = Тз = Та = T = 20,8 N 


Uma forma alternativa de determinar a tração T no fio é aplicar a segunda lei 
de Newton na esfera B, na vertical (Figura 67): 


Ев = тв. а" => Т; -m.g = тв. а’ 
T4 - 2.(10) = 2. (0,4) 
Т4 = 20,8 N 


Finalmente, para se determinar o tempo t que a саіха A leva para partir do 
repouso com aceleração a’, no referencial do vagão, e percorrer uma 
distância d = 80 cm = 0,8 m (nesse referencial) até atingir a parede traseira do 
vagão (Figura 61), faremos uso da cinemática do MUV : 


‚ 2 
d = Vet + eo. com Vo = 0 
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2 
0,8 = 0 + Dat. > t=2s 


А seguir, analisaremos todo esse problema novamente, sendo que agora do 
ponto de vista de um referencial que se encontra dentro do vagão, acelerado 


juntamente com o vagão, em relação à Terra. Resolveremos o problema no 
referencial não inercial. 


Exemplo Resolvido 3 - 2? Resolução — No Referencial não inercial: 


Vimos que nosso sistema de corpos A e B se encontra no interior de um 
vagão que move-se com aceleração (m/s?) constante a — em relação à Terra. 
Logicamente, o vagão apresenta essa aceleração (m/s?) —a em relação ao 
referencial inercial (a Terra, por exemplo), mas não apresenta aceleração 
alguma em relação a si mesmo (obviamente....... ©). 

Faremos então uma mudança de referencial. Traremos toda a análise do 
referencial inercial para o referencial acelerado. Ora, conforme acabamos de 
dizer, no próprio referencial do vagão, essa aceleração (m/s?) —a é inexistente, 


sendo substituída (Figura 68) por um campo gravitacional (N/kg) a«- extra, de 
mesmo módulo da referida aceleração desse referencial. 


Esse campo gravitacional (N/kg) ае será adicionada (vetorialmente) ao 
campo gravitacional (N/kg) 49 já existente naquele referencial (gerada pela 
massa da Terra), conforme estabelecido pelo Princípio da Equivalência de 


Einstein, de forma que, no interior do vagão, haverá duas gravidades a e g 
legitimas. 


Ora, da mesma forma que a gravidade gl causa forças gravitacionais mag 
e ms.gd em cada uma das massas ma e mg do sistema, a gravidade a € 


também causará forcas gravitacionais тд. a «- e тв. a «- em cada uma das 
massas ma e mg do sistema. 


^ Р 
—— 
ах 


Figura 68 - vagào parado no referencial do vagão, sem 
aceleração nem velocidade no referencial do vagão. 


Essas forças (ma.a e ma. a) são chamadas de forças de inércia ou forças 
fictícias pois, diferentemente das forças de interação, elas não foram 


exercidas por nenhum outro corpo, apesar de agirem sobre todos os corpos 
que se encontrem no referencial acelerado do vagão. 
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Assim, cada uma dessas forças fictícias não apresenta a sua respectiva 
reação, visto que elas não decorrem da interação de dois corpos. 


Propriedade 11: Forças de inércia ou forças fictícias não admitem reação, 
visto que não decorrem da interação de dois corpos. Para tais forças, o 
princípio da Ação e Reação não se aplica. 


Apesar, porém, da denominação "forcas fictícias”, seus efeitos são tão reais 
quanto os efeitos das “forças de interação” Em outras palavras, as forças 
ficticias podem acelerar (ou deformar) corpos no referencial não inercial da 
mesma forma que as forças de interação o fazem. 


Observando o sistema aqui 
de dentro do vagáo, 
Claudete, percebo tanto as 
forças de interação quanto as 
forças de inércia 


Meninos, o que mudará 
na colocação de forças, 
по referencial acelerado ? 


Observando do meu 
referencial aqui da Terra, 
Claudete, nesse sistema só 
atuam forças de interação 


O referencial acelerado perceberá todas as forças reais, isto é, as forças 
comuns percebidas pelo referencial inercial (as forças da Figura 62) e, 
adicionalmente, verá uma força gravitacional extra, fictícia, em cada massa do 
sistema. 


Assim, o diagrama de forças, no referencial acelerado, ficará: 


campos 
gravitac.ona:s 


a 


Figura 69 — diagrama de forgas no referencial acelerado 


Observando a Figura 69, vemos que a força de inércia + ma.a tenta puxar о 
bloco А para trás < e, indiretamente, suspender 7 a bola B através do fio. 
O peso ms.g, por sua vez , age no sentido oposto da força de inércia ma.a. 
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Assim, há trés possibilidades para a aceleração a' desses corpos em relação 
ao vagão: 


Т = msg => equilibrio relativo => a'=0 
maa = corpo В acelera para baixo (Figura 70) 
me.g = corpo B acelera para cima (Figura 71) 


1) Caso т.а 
2) Caso тв.9 > 
3) Caso maa > 
Efetuando os cálculos para ma = 8 kg, me = 2 kg, g = 10 m/s? е а = 3 ms, 
vem: 

тла = 8x3 = 24N ms.g = 2x10=20N 


Assim, como temos ma.a > me.g, os blocos vão apresentar, no referencial não 
inercial, uma aceleração a’ com o sentido indicado na Figura 71. 


a! ma.a 3 а 
'ms.g mg.g 
gura 70 - Sentido da aceleração a', Figura 71 - Sentido da aceleração a', 
150 tenhamos таб >ma.a caso tenhamos ma.a > тв.9 


Considerando, então, o diagrama de forças da Figura 72, o observador não 
inercial poderá escrever duas equações de “equilíbrio relativo” : 


e esfera B – equilibrio relativo na horizontal: f = ms.a 
e caixa A — equilíbrio vertical: N = ma.g 


Para determinar a aceleração a' dos corpos A e B, no referencial não inercial, 
basta agora aplicarmos a segunda lei de Newton a cada um dos blocos da 
Figura 72, na direção da sua respectiva aceleração a”. 


A chave é o Principio 
da Equivalência, 
Claudete. 


Profinho, o senhor tinha dito que 
as leis de Newton só funcionam 
no referencial inercial. Como 
iremos fazer uso delas também 
nos referenciais acelerados ? 


шел 4 e 
Você tem razão, Claudete. Se, entretanto, fizermos uso do Princípio da 
Equivalência de Einstein, acrescentando adequadamente as forças de inércia, 
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as leis de Newton voltam a ser válidas nesse referencial, ainda que seja não 
inercial. 


(aceleração) 
A campos 
n a gravitacionais 
Olá, eu sou A 
um observador a 
não inercial. N 1 g 
ma.a A 
^ A 
ГПд.О | 


(асе!егасао) 


Figura 72 — Diagrama de forças no referencial acelerado 


Assim, aplicando a segunda lei de Newton para a caixa A na horizontal 
(Figura 72) , vem: 
Ев = тА. а’ 
(ma-a — T) = та: а" (еа 29) 
Aplicando a segunda lei de Newton para a bola B na vertical (Figura 72), vem: 
Ев = тв.а' 
(T- meg) = тв.а' (eq 30) 
Somando as relações eq29 e eq30, membro a membro, vem: 
maa — meg = (ma + me)a' 
Substituindo ma = 8 kg, me = 2 kg, g = 10 m/s? e а = 3 m/s?, temos: 
8x3 - 2x10 = (8*2).a' 
a! = 0,4 m/s? 
Dessa forma, determinamos a aceleração a' dos corpos A e B em relação ao 
vagão. Substituindo a' na relação eq30, vem: 
(T – 2x10) = 2x(04) > T=20,8N 
O prof Renato Brito acredita que a análise do problema no referencial 


acelerado se torna mais clara e intuitiva para o leitor do que a resolução do 
mesmo problema no referencial inercial. 


Enquanto, no referencial inercial, alegamos que a caixa A move-se para trás, 
em relação ao vagão, por inércia (argumento que os estudantes nào 
apreciam); no referencial acelerado, essa tal de inércia se materializa na 
forma de uma força de inércia, que pode ser calculada e medida, além de 
ser tão real para o referencial não inercial quanto as forças de interação. 
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É por esses motivos que, em geral, os estudantes que aprendem a resolver 
problemas de Dinâmica no referencial acelerado ficam tão encantados com o 
poder dessa incrível ferramenta que passam a utilizá-la sempre que possível. 


Exemplo Resolvido 4: A figura mostra um elevador que se move para cima 
(УТ) em movimento retardado (al) com aceleração a = 2 m/s? num local onde 
a intensidade do campo gravitacional vale g = 10 N/kg. Os blocos A e B, de 
massas 2 kg e 6 kg, encontram-se ligados entre si através de um fio ideal que 
passa por uma polia presa ao teto do elevador. Pede-se determinar: 


a) a aceleração com que se movem os bloquinhos para o observador dentro 
do elevador; 


b) a tração no cordão. 
Solução: 


Um problema semelhante foi resolvido na página 61 
questão 156, no referencial inercial da Terra. 


Resolveremos o problema no referencial do elevador. 
Como este se encontra acelerado no referencial da 
Terra, precisaremos fazer uso do Princípio da 
Equivalência (Figura 73), substituindo a sua aceleração 
Ja (m/s?) por uma gravidade а? (N/kg), totalizando, no 
referencial do elevador (Figura 73), uma gravidade 
resultante: 

g = 9-а = 10 N/kg - 2N/kg = 8 N/kg 
Som isso, no referencial do elevador, este encontra-se imóvel (obviamente 
rsrsrsr O) e dentro dele reina um campo gravitacional resultante g' = 8 N/kg. 
E o que dizer do movimento dos blocos, quando abandonados em repouso 
em relação ao elevador? Como o fio não estica (vinculo geométrico caso 1 
página 255), os blocos terão acelerações iguais em módulo (em relação ao 
elevador) mas de sentidos contrários. 


Sendo mais pesado que o bloco A, o bloco В terá aceleração (m/s?) para 


baixo la' ao passo que A terá aceleração (m/s?) para cima? a' no referencial 
do elevador (Figura 74). 


Figura 73 - aplicando o 
Principio da equivaléncia 


Figura 74 — diagrama de forças no 
referencial acelerado 
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Escrevendo a 2º lei de Newton para cada bloco, vem: 


Bloco A: Fr = т.а’ Bloco B: Ек = тв.а’ 
(T — mag") = т.а’ (me.g' - T) = ms.a' 
T-248) = 2. а (eq31) 6-48) -T = 6. а’ (eq32) 


De ед31 e eq32, vem а = 4 m/s? e Т = 24N. 


Assim, determinamos а асе!егасао а’ de cada Ыосо em ге!асао ao elevador. 

Para determinar a aceleracáo de cada bloco em ге!асао à Terra, podemos 

usar as relações gerais da aceleração relativa: 
dar= de + арт = T4m/s? + 12 m/s? 
авт = аве + der = J 4 m/s? + 4 2 mis? 


72 ms? 
+ 6 m/s? 


Exemplo Resolvido 5: a figura mostra um trem que parte do repouso sobre 
trilhos retilíneos com aceleração constante a = 8 m/s? em relação à Terra. 
Uma caixa de massa m = 2 kg foi abandonada sobre uma rampa lisa que 
encontra-se fixa ao piso desse trem. Para um observador no interior do trem, 
a caixa subirá essa rampa com qual aceleração a’ ? 

Dado: g = 10 N/kg , sena = 0,6, cos a = 0,8 


— Q 

q 
Solução: O trem possui uma aceleração а-э (8 m/s?) no referencial da Terra. 
Efetuando a mudança de referencial Terratrem, essa aceleração será 
substituída, no referencial do trem, por uma gravidade a«— (8 N/kg) de mesmo 


valor, mesma direção e sentido oposto ao da aceleração a— (8 m/s?) que 
esse referencial possui em relação à Terra. 


campos 
gravitacionais 


" A 


Figura 75 – diagrama de forças no referencial acelerado 
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Assim, como o campo gravitacional g4 causa a força gravitacional m.g! sobre 
a caixa, o campo gravitacional а< causa a força gravitacional (fictícia) m.a- 
(Figura 75). Adicionalmente, temos a força de contato normal N que a rampa 
exerce sobre a caixa. Como o eventual movimento da caixa, no referencial do 
trem, ocorrerá ao longo da rampa, faremos uso do Par de Eixos-Padrão, 
conforme explicado na página 53, adotando um eixo 1 na direção do 
movimento e um eixo 2 na direção normal ao primeiro eixo. 


Decompondo as forças que não se encontram sobre os eixos 1 e 2, obteremos 
o diagrama de forças mostrado na Figura 76. 


Como a caixa não possuirá aceleração ao longo da direção normal, nesse 
referencial, a 2º lei de Newton garante o equilibrio das forças ao longo do eixo 2: 


М = m.g.cosa + m.a.sena (ед 33) 


E 
aceleração A 1 campos | 
wa i Sp 4 | gravitacionais! 

~, b d РА e 
eixo 1. 75 ÓN | а А 
| g 1 


m.g.sena 


m.g:cosa 


Figura 76 - diagrama de forças no referencial acelerado 


A título de curiosidade, em que condições a caixa permanecerá em equilíbrio 
relativo sobre a rampa, nesse referencial, isto é, ficará em repouso ou se 
deslocará apenas em MRU ao longo da rampa ? 


Ora, para isso, as forças ao longo da direção do possível movimento da caixa 
(eixo 1) devem se cancelar, dando uma Fr nula naquela direção. 
Matematicamente: 


sena 


m.a.cosa = m.g.sena > а= д > а = 9. {да (eq34) 


“cosa 


Veja que, se a gravidade «-a necessária para manter a caixa imóvel, no 
referencial acelerado, é dada pela relação eq 34 acima, isto permite 
concluir que, no interior desse vagão, a gravidade resultante g' (Figuras 57 
e 60 páginas 135 e 136) será exatamente perpendicular à rampa. Dessa 
forma, não haverá nenhuma componente de gravidade na direção da 
rampa tentando acelerar a caixa ao longo do eixo 1 (Figura 76). 
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О resultado fornecido pela ге!асао eq 34 acima corresponde ao mesmo 
resultado obtido na análise desse problema no referencial inercial, como 
podemos perceber, retornando ao exemplo resolvido 1, páginas 54 a 58. 


Retomando a análise das forças na Figura 76, podemos antever em que 
condições a caixa possuirá aceleração a' (em relação ao trem) ladeira acima 
ou ladeira abaixo: 


* caso 1: a caixa terá aceleração a” ladeira acima se 
m.a.cosa >m.g.sena > a>g.tga 
* caso 2: a caixa terá aceleração a' ladeira abaixo se 
m.a.cosa <m.g.sena > а <9.{да 
* caso 3: a caixa terá aceleração а’ = 0, isto é, permanecerá em repouso 
ou em MRU no referencial da rampa, se 
m.a.cosa = m.g.sena = a=g.tga 
Para os dados fornecidos nessa questão, temos: 
m.a.cosa = 2.8.(0,8) = 12,8 N 
m.g.sena = 2. 10. (0,6) = 12,0 № 
Assim, sendo m.a.cosa > m.g.sena (isto é, 12,8 > 12), ocorrerá o caso 1. 
А segunda lei de Newton, na direção do movimento (eixo 1 — Figura 76), permite 
escrever: 


Fr=ma' => (m.a.cosa – m.g.sena) = m.a’ 
128 – 12,0= 2.а = а’ = 0,4 ms? 


De posse desse valor da aceleração а’ da caixa em relação à rampa, 
poderíamos, facilmente, determinar, por exemplo, quanto tempo a caixa 
levaria para partir do repouso, no ponto mais baixo da rampa, e atingir o seu 
ponto mais alto. 

Facilmente percebemos que a análise do problema diretamente no referencial 
acelerado, no lugar de usarmos o referencial inercial, nos dá uma visão muito 
mais clara e intuitiva de “como" e “por que” a caixa sobe a rampa, durante o 
movimento acelerado do trem em relação à Terra. 


Em vez de alegar que a caixa sobe a rampa por inércia, como o faz o 
referencial inercial, em nossa análise, traduzimos essa tal inércia por uma 
força fictícia cujo valor pode ser determinado diretamente, permitindo avaliar 
se a caixa, de fato, acelerará ou não, ladeira acima e, se o fizer, com qual 
valor de aceleração o movimento ocorrerá. Isso não lhe parece muito 
interessante O ? 
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Exemplo Resolvido 6: Uma caixa de massa m está apoiada sobre a face 
inclinada de um prisma triangular que forma um ángulo а com a horizontal. 
O prisma tem massa M e é empurrado por uma força horizontal constante de 
intensidade F > (M+m).g.tga. Sabendo que a gravidade local vale g e 


admitindo que o sistema parte do repouso, o prof. Renato Brito pede que você 
determine: 


a) a aceleração a com a qual o prisma se moverá em relação à Terra; 
b) a aceleração a’ com que a caixa subirá a rampa no referencial da rampa. 


Solução: 

De acordo com o resultado obtido no Exemplo Resolvido 1 — página 55 - 
relação eq4b — deduzimos que, sendo F > (M+m).g.tga , a caixa acabará 
acelerando ladeira acima. Por quê ? O 

Seja a a aceleração que o prisma possui em relação à Terra. Efetuando uma 
mudança do referencial inercial (Terra) para o referencial acelerado do prisma, 
abandonamos a aceleração —a (m/s?) e a computamos, no referencial do prisma, 
na forma de um campo gravitacional «a (N/kg) que causará forças 
gravitacionais fictícias т.а < e M.ae nos corpos de massa m e M do 


sistema, respectivamente (Figura 77), com base no Principio da Equivaléncia 
de Einstein. 


. 
D 


aceleração 1 “eixo 2 
a ENG N !' campos 
4 "a gravitacionais 
Г, poeti 
A ES га La 
¿a m.g ¡A Á—— 
Hb ros a 


N’ M.g 
Figura 77 — diagrama de forcas no referencial acelerado 


A Figura 77 mostra todas as forças de interação (reais) agindo no sistema, 
bem como as forças de inércia (fictícias) т.а< e M.ae atuando respectiva- 
mente no bloco e no prisma. A tendência de a caixa escorregar ladeira acima 
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é justificada (no referencial não inercial) pela ação da componente т.а.соѕа 
(К) da força de inércia т.а, como pode ser visto na Figura 77. 


No referencial do prisma, este logicamente permanece imóvel (em equilíbrio 
relativo), о que implica o cancelamento das forças horizontais (veja Figura 77) 
que agem sobre ele: 


Е= М.а + Nx 
F=Ma + N.sena (eq35) 


À caixa se moverá ao longo da rampa ladeira acima (eixo 1) com aceleração 
a”, permanecendo isenta de aceleração no eixo 2 (direção da normal). Assim, 
na direção do movimento da caixa (eixo 1 — Figura 77), a segunda lei de 
Newton permite escrever: 


Fr = т.а’ > (m.a.cosa — m.g.sena ) = m.a’ 

а = a.cosa – g.sena (eq36) 

Na direção do eixo 2, o equilíbrio "relativo" das forças permite escrever: 
N = m.g.cosa + m.asena (eq37) 

Isolando a normal N em eq37 e substituindo em eq35, vem: 


F = М.а + m.g.sena.cosa +  m.a.sen?a , donde: 


ax (F - m.g.sena.cosa ) (eq38) 
M + m.sen?*a 


Substituindo eq38 em eq36, vem: 
са 2 
de (F m.g.sena.cosa ) cosa — g.sena. (M + m.sen?a) 
М + m.sena (М + m.sen?a) 


y. Fosa - m.g.sena.cos?a -  M.g.sena - m.g.senasen?a 


M + m.sen?a 


F.cosa ~ m.g.sena.(sen?a + cos?a) - M.g.sena 
M + m.sen?a 


aie F.cosa — (M+m).g.sena 


eq39 
M + m.sen?a (еа3э) 


Analisaremos, a seguir, o comportamento do sistema para alguns valores 

particulares da força F: 

* Caso F = m.g.sena.cosa, segundo a relação eq38, teremos a = 0. Assim, 
no referencial da Terra, o prisma permanecerá em equilibrio enquanto a 
caixa se moverá ladeira abaixo com aceleração a’ = -g.sena, conforme eq36. 
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O sinal negativo decorre apenas do fato ter sido tomado como positivo o sentido 
ascendente do eixo 1. 

e Caso F = (M+m).g. tga, segundo a relação eq39, teremos а! = 0, 9 que, 
pela relação eq36, implica a = g.tga. Nesse caso, a caixa permanecerá em 
equilibrio (relativo) sobre o prisma (a' = 0), podendo ficar tanto em repouso 
quanto em MRU em relação ele. Adicionalmente, no referencial da Terra, 
caixa e prisma compartilharão da mesma aceleração a = g.tga >, em 


concordância com os resultados obtidos no Exemplo Resolvido 1 — página 55 
— relação eq4b. 


Exemplo Resolvido 7: A figura mostra uma cunha de massa M abandonada 

em repouso sobre uma superfície horizontal lisa. Sabe-se que a gravidade 

local vale g e todos os atritos são despreziveis. Quando um bloco de massa 

m for abandonado sobre a sua superficie inclinada em um ângulo a com a 

horizontal, o prof. Renato Brito pede que vocé determine: 

a) a aceleração com que a cunha se moverá; 

b) a aceleração de descida do bloco, em relação à cunha; 

C) se a cunha tem altura H e o bloco for abandonado do seu topo, a partir do 
repouso, quanto tempo ele levará para descer toda a rampa ? 

Solução: 

Esse problema foi resolvido anteriormente g 

(questão 198, página 440) no referencial inercial. т | 

А seguir, solucionaremos essa questáo no 

referencial da própria cunha que, por se 

encontrar acelerada em relação à Terra, 

constitui-se um referencial não inercial. 


a ! 


eixo 2 
. 


t 


campos 
gravitacionais: 
x m | 
a 


| v9 


Figura 78 - diagrama de forças no referencial acelerado 


Efetuando uma mudança do referencial inercial (Terra) para o referencial 
acelerado da cunha, abandonamos a aceleração que esta possui (em relação 
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à Terra) e a computamos, no seu referencial não inercial, como um campo 
gravitacional «a (N/kg) que causará forças gravitacionais fictícias т.а — e 
М.а < nos corpos de massa m e M do sistema, respectivamente, com base 
no Princípio da Equivaléncia de Einstein, como mostra a Figura 78. 


No referencial da própria cunha, logicamente, esta não possui aceleração ou 
velocidade alguma, visto que ninguém possui velocidade ou aceleração em 
relação a si mesmo ©. 

Nesse referencial, a cunha se encontra em equilibrio relativo, enquanto a 
caixa descerá a rampa com uma aceleração a' a ser determinada a seguir. 
Como a cunha se encontra em equilíbrio relativo, na direção horizontal (veja 
Figura 78), podemos escrever : 


Ma=Nx = Ма = М№.ѕепа (eq 40) 


Como a cunha se encontra em equilibrio vertical (veja Figura 78), vem : 
Ny*Mg-N' > М.соѕа + М.9 = № (eq 41) 


O bloco se encontra em equilíbrio relativo, na direção normal (eixo 2, Figura 
78), o que permite escrever : 
N + m.a.sena = m.g.cosa (eq 42) 


Na direção do movimento (eixo 1, Figura 78), o bloco apresenta aceleração a”. 
Assim, nessa direção, a segunda lei de Newton permite escrever: 


Fr=ma' > (m.a.cosa + m.g.sena ) = m.a' 
a' = a.cosa + g.sena (eq 43) 


Multiplicando eq42 por sena e somando, membro a membro, á relagáo eq40, 
vem: 
М.а = N.sena 
N.sena + m.a.sen?a = m.g.sena.cosa (+) 
М.а + т.а. sen?a = m.g.sena.cosa 


m.g.sena. COS а. 


2 


a(M + m.sen?a) = m.g.sena.cosa > а= 
М + m.sen'a 


Substituindo esse resultado em eq43, vem: 


a' = a.cosa + g.sena = (mesma сова | cosa + g.sena 


М + m.sen'a/ 


, m.cos? a ; (M + m).g.sena 
a'=g.sena. | — + 1 E ECL а= 
M + m.sen“a (М + m.sen“a) 


No referencial da própria cunha, a caixa será abandonada do topo da rampa 
(a uma altura vertical H) e percorrerá uma distância D (a hipotenusa) até 
descer toda a  ladeira, movendo-se com aceleração constante 
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a' em MRUV. Para calcularmos o tempo de descida dessa caixa, ao longo 
da rampa, faremos uso da equação cinemática do MRUV : 


V=0 


Nc] 


1 а NA 


(M + m).g.sena 


D=vot + (a).t/2, com D=H/sena е а’ = 2 
(М + m.sen“a) 


H Zo. M+ mene e UM 59" 2H(M + m.sen'a) 
sena (M + m.sen?a) 2 (M + m).g.sen?a 


Exemplo Resolvido 8: Na figura, as massas m da caixa e M da cunha, assim 
como o ângulo a da rampa, são conhecidos. Todos os fios são ideais e os 
atritos são desprezíveis. Se a gravidade local vale g, pede-se determinar a 
aceleração a adquirida pela cunha. 


Solução: 

Esse problema foi resolvido anteriormente (questão 203, página 444) no 
referencial inercial. A seguir, solucionaremos essa questão no referencial da 
própria cunha que, por se encontrar acelerada em relação à Terra, constitui 
um referencial não inercial. 


Observando toda a movimentação a partir do referencial da Terra (veja agora 

Figura 79), temos que: 

e a parede se encontra fixa nesse referencial; 

e a cunha move-se acelerada para a direita com aceleração а ; 

e a caixa, conectada à parede, através do fio ideal, move-se ladeira abaixo 
ao longo da superfície inclinada da cunha (veja a Figura 79). 


o 
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parede imóvel 


Cunha | 


Ed imovel | : 


imóvel 
Ра 
` / X / 1 
Figura 79 — Referencial da Terra: a parede Figura 80 — Referencial da cunha: a cunha 
permanece fixa enquanto a cunha move-se permanece fixa enquanto a parede move-se 


para a direita. para a esquerda. 


Por outro lado, observando toda a movimentação a partir do referencial da 

própria cunha, (veja agora a Figura 80), vemos que: 

* a cunha se encontra fixa nesse referencial; 

* a parede é que move-se acelerada para a esquerda com aceleração а=; 

* a caixa, conectada à parede, através do fio ideal, acompanha o movimento 
da parede e desce a superfície inclinada da cunha (Figura 80). 


A partir desse ponto, nos concentraremos na Figura 80. A resolução do 
problema será feita a partir da análise do movimento no referencial da cunha 
(não inercial). Pelo fato de o fio não esticar (vínculo geométrico), a caixa 
descerá a rampa com a mesma aceleração escalar a com que a parede 
move-se para a esquerda no referencial da cunha (Figura 80). 


Efetuando uma mudança do referencial inercial (Terra) para o referencial 
acelerado da cunha, abandonamos a aceleração —›а que esta possui em 
relação à Terra (Figura 79) e a computamos, no seu referencial não inercial, 
em forma de uma gravidade <-а (Figura 81) que causará forças gravitacionais 
ficticias т.а + e М.а < nos corpos de massa m e M do sistema, 
respectivamente, com base no Princípio da Equivaléncia de Einstein, como 
mostra a Figura 81. 
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campos 
gravitacionais; 


ec 


Figura 81 ~ diagrama de forças no referencial acelerado, 
fazendo uso do Princípio da Equivalência 


A caixa descerá a rampa com a mesma aceleração escalar a com que a 
parede move-se para a esquerda em direção à cunha, como mostra a Figura 
80. Na direção do eixo 1 (veja Figura 81), a 2º lei de Newton permite escrever: 


Fr=ma > (m.a.cosa + m.g.sena - T) = т.а (ед 44) 


Na direção da normal N (eixo 2), a caixa não possui aceleração e, portanto, 
podemos escrever o equilibrio relativo das forças: 
N + m.a.sena = m.g.cosa (eq 45) 


эзен ЧЕ ЛҮ к ЖКУ RSA T 3 campos | i 
T “gravitacionais, 

‚ | Жы саан ME. 

| ‚а 9: 

Nx M.a i | 


мү «— — 


Figura 82 — Diagrama das forgas que адет na cunha, no referencial acelerado 


No referencial da própria cunha (Figura 82), esta se encontra em equilíbrio 
estático (relativo), o que nos permite escrever na horizontal : 


T + Nx = T.cosa + М.а 
T+ N.sena = T.cosa + М.а 


T.(1-cosa) + N.sena = М.а (eq 46) 


Isolando T em eq44, N em eq45 e substituindo em eq46, vem: 


(m.a.cosa + m.g.sena – m.a).(1 – cosa) + (m.g.cosa -m.a.sena). sena = М.а 
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ma-( cosa -1)(1—cosa) + mg-sena - ma-sena = Ma 
-ma-( costa —2.cosa + 1) + mg-sena — ma-senía = М.а 
-m.a + 2ma-cosa — ma + m.g.sena = M.a 


mg.sena 


mg-sena = а + -a- - = —————— 
д-ѕепа = Ma + 2m-a-(1-cosa) > a М + 2т(1—соза.) 


Para aprimorar seu entendimento, compare essa resolução feita no referencial 
não inercial com a resolução da mesma questão no referencial inercial, 
analisando a questão 203, página 444. 


Exemplo Resolvido 9: Na figura, após o pêndulo ser abandonado do 
repouso, o bloco acelera para a esquerda de forma que a inclinação a do 
pêndulo com a vertical permanece constante. O prof. Renato Brito pede que 
você determine a massa do bloco e a sua aceleração, em função da massa 
da bola m, da gravidade local g e do ângulo a. Todos os atritos são 
desprezíveis; fios e polias são ideais. 


Solução: 

Esse problema foi resolvido anteriormente (questão 205, página 446) no 
referencial inercial (Terra), no qual a caixa move-se com aceleração a — para 
a esquerda em direção à parede, enquanto esta permanece imóvel (veja 
Figura 83). 

А seguir, resolveremos о mesmo problema no referencial da própria caixa 
(não inercial) no qual ela permanece imóvel, enquanto a parede (juntamente 
com o piso) acelera para a direita a > em direção à caixa (veja Figura 84). 

A partir desse ponto, o leitor deve se concentrar nas Figura 84 e 85. A esfera 
do pêndulo move-se aceleradamente na direção do eixo 1 (Figura 85), 
permanecendo em equilíbrio (relativo) no eixo 2. A caixa, por sua vez, 
permanece em equilíbrio (relativo) no referencial da caixa O. 


Efetuando uma mudança da Terra (referencial inercial) para o referencial 
acelerado da caixa, abandonamos a aceleração «а que esta possui em 
relação à Terra (Figura 83) e a computamos, no seu referencial não inercial, 
em forma de uma gravidade —›а (Figura 85), que causará forças 
gravitacionais fictícias m.a> е M.a-, respectivamente, na esfera do 
pêndulo e na caixa, com base no Princípio da Equivalência de Einstein, como 
mostra a Figura 85. 
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Figura 83 - Referencial da Terra: a Figura 84 - Referencial da caixa: a caixa 
parede permanece fixa, enquanto a caixa permanece fixa, enquanto a parede move-se para 
move-se para a esquerda em direção à a direita em direção à caixa. 


parede. 
Estando, a caixa, em equilibrio relativo na horizontal (Figura 85), vem: 


T=T.sena+ Ma => T(1-sena)-M.a (eq 47) 


campos Se 
gravitacionais М» 
га» N : 
| n En 
M NF 2 
NY „йан уе 
у . К $ 
асе!ёгаёао m.g:Sena x 


mass N а 
aceleração 


Figura 85 — Diagrama de forças no referencial não inercial da caixa. Note a presença das forças 
gravitacionais fictícias М.а — e т.а — na caixa e no pêndulo, respectivamente. 


A segunda lei de Newton para a esfera do pêndulo, na direção do eixo 1 
(Figura 85), permite escrever: 
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Fr = ma 

m.g.cosa + m.a.sena - T = ma 

m.g.cosa — T = m.a.(1-seno) (eq 48) 
O equilibrio da esfera do pêndulo, na direção do eixo 2 (Figura 85), permite 
escrever: 

m.g.sena = т. a.cosa => a=9g.tga (eq 49) 
Multiplicando a relação eq48 por (1—ѕепа), somando membro a membro com 


a relação eq47 e levando em conta a relação eq49, após redução dos termos 
semelhantes, obtém-se: 


m.(1- sena)? 
sena 


Mz 


Exemplo Resolvido 10: Um bloco de massa m está apoiado sobre a face 
inclinada de um prisma triangular que forma um ângulo a com a horizontal, 
como mostra a figura. Sabendo que a gravidade local vale g e o coeficiente de 
atrito entre o bloco e o prisma vale р, determine os valores máximo e mínimo 
da forca F horizontal com que se pode empurrar esse prisma, sem que о 


bloco escorregue em ге!асао a ele. Мао һа atrito entre o prisma e o solo 
horizontal. 


zu ccm m 
md —— engen gue | A GA AA a 
F bloco ——> 
—> 
M ef 
Figura 86 — dinámica do sistema no referencial inercial (Terra) 
Solução: 


No referencial da Terra (Figura 87), bloco e prisma compartilham de uma 
mesma aceleração а». No referencial do próprio prisma (referencial 
acelerado), entretanto, ambos os corpos não apresentarão mais aceleração 
alguma, isto é, estarão em equilíbrio (relativo). 


Conforme o Princípio da Equivalência, essa aceleração a (m/s?) que os 
corpos possuem, no referencial da Terra, equivale, no referencial do próprio 
prisma, a um campo gravitacional «a (N/kg) (Figura 87) que causará forças 
gravitacionais fictícias m.a«- е М.а < nos corpos de massa m e M do sistema, 
respectivamente. 

A Figura 87 mostra tanto as forças de interação (reais), quanto as forças de 
inércia т.а +- e М.а < agindo nos corpos do sistema. Observe atentamente o 
diagrama de forças da Figura 87, antes de passar adiante. 

Note que, nesse problema, pede-se determinar a maior força F com que se 
deve empurrar a caixa para que ela não escorregue em relação ao prisma. No 
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referencial nào inercial, essa tendéncia de escorregamento da caixa ladeira 
acima é justificada pela ação da componente m.a.cosa da força de inércia 
m.a ao longo do eixo 1, como pode ser visto na Figura 87. 


fe, 
©з 706 
Doy 3 
Ул Ma a EA ! campos | 
Р K o еіхо 2 атаупаш!опав 
>i RE” N » 
m O a 
II i y 79 
Ma. La ¿Sara 
b “mg ел. a 


Figura 87 — Diagrama das forcas que адет na cunha, no referencial acelerada 


Estando o bloco em equilibrio (relativo) na direção normal (eixo 2 — Figura 87), 


podemos escrever: 
N=m.g.cosa + m.a.sena (eq 50) 


Estando o bloco também em equilibrio (relativo) na diregáo do eixo 1 
(ao longo da rampa), gragas à forga de atrito, podemos escrever: 


m.a.cosa = m.g.sena + Fat (eq 51) 
Como devemos determinar o maior valor da força F para o qual ainda não 


ocorre escorregamento relativo entre a caixa e o prisma, deduzimos que o 
referido bloco se encontra na iminência de escorregar, o que permite escrever : 


Fat=u.N (eq 52) 
Substituindo eq50 em eq52 e, posteriormente, eq52 em eq51, vem: 
m.a.cosa = m.g.sena + и. (m.g.cosa + m.a.sena) 


- g(sena + p.cosa) _ 9. (tgo. u) (eq 53) 
(cosa - p.sena) (1 - utga) 


a 


Observando a Figura 86, voltando brevemente ao referencial inercial da Terra, 
podemos considerar que todo o conjunto de massa "M + m" se move com a 
mesma aceleração a sob ação da força resultante externa F, o que permite 
escrever, pela 2º lei de Newton: 


F=(M+m).a, usando eq53, vem: 
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a g.(u + tga) 
Fmax 7 (М+ m). a- higa) (eq 54A) 


O que mudaria se, em vez de Fmax, nos fosse pedido o valor minimo de F para 
o qual o bloco não escorrega (ladeira abaixo) ? Ora, a tendência de 
escorregamento, bem como a força de atrito, inverteriam de sentido no 
diagrama de forças e a resposta final será praticamente a mesma, meramente 
trocando р por —u, o que nos daria: 


E g . (tga -u) 54B 
F min (M * m). + uiga) + до) (еч ) 


Exemplo Resolvido 11 - Um уадао de estrada de ferro situa-se no topo de 

uma rampa descendente de inclinação a. com a horizontal, em um trecho reto 

de estrada, mantido em repouso por ação dos freios (veja figura). 

Ao teto do vagão fixou-se um pêndulo simples, composto por um fio leve de 

comprimento L amarrado a uma pequena esfera de massa m. Liberando o 

vagão, admite-se que ele se mova ao longo do plano inclinado, na ausência 

de forças dissipativas, num local onde a gravidade vale g. 

a) Determine a gravidade equivalente g’ no interior do vagão, para um 
referencial não inercial fixo a ele; 

b) Admita que o pêndulo simples fixo ao teto do vagão seja posicionado de 
forma a permanecer estacionário em relação ao vagão (isto é, sem oscilar). 
Determine a tração T no fio do pêndulo; 


c) se o pêndulo for posto a executar pequenas oscilações, determine o período T 


das oscilações. Admita que a massa m do pêndulo é muito menor que a 
massa do vagão. 


Solução: 


a) O vagão desce a rampa com aceleração 

а = g.sena no referencial inercial (Figura 88), 

aceleração essa causada pela força ' m 
resultante P.sena que age sobre o sistema. 


Desse ponto em diante, porém, o prof. Renato 
Brito analisará o que ocorre no interior do а 

vagáo a partir do referencial nào inercial do Р АЙЕ — D С 
próprio vagão. Será efetuada uma mudança 

do referencial da Terra (inercial) para o 

referencial do vagão (não inercial). 


Para efetuar tal mudança de referencial, a aceleração a = g.sena.l 
(Figura 89) será abandonada, visto que o vagão não possui tal aceleração em 
relação ao próprio vagão (O rsrs... obviamente). 
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Pelo Principio da Equivalência de Einstein, essa aceleração a = g.sena.K (mis?) 
equivale, para quem está no interior do vagáo, a um campo gravitacional extra 
de mesma intensidade a = g.sena.A (N/kg), mesma direção mas de sentido 
contrário ao da aceleração a ser “abandonada”. 


campo Pd campos „ 


* gravitacional 7 З gravitacionais 


N 


Figura 88 - Diagrama das forças que agem | Figura 89 — Diagrama das forças que agem 
na cunha, no referencial inercial na cunha, no referencial acelerado 


Assim, no referencial do vagão, este se encontra imóvel (obviamente) e, em 
seu interior, agem dois campos gravitacionais (N/kg) gl e a = g.sena Я cujo 
efeito resultante (soma vetorial) é um campo gravitacional resultante g', 
perpendicular ao piso do vagão, como mostra o diagrama vetorial da Figura 
89. 

Nesse ponto, é importante observar atentamente as nuanças do diagrama 

vetorial da Figura 89, em que as gravidades g e a se somam vetorialmente 

para totalizar a gravidade resultante g' no interior do vagão. O ângulo formado 

entre as gravidades g e g' é exatamente o mesmo ángulo que o plano 

inclinado faz com a horizontal visto que g' é perpendicular à rampa. Note 

também que a geometria no triângulo retângulo da figura confirma que o 

módulo da gravidade ал vale realmente а = g.sena. 


Para quem está no interior do vagão, o campo gravitacional g', de módulo 
g’ = g.cosa, define a nova direção vertical naquele referencial, de forma muito 
semelhante ao ocorrido no contexto das Figuras 57 a 60 — páginas 135 e 136. 


b) Para que o pêndulo permaneça em equilíbrio relativo, no referencial do 
vagão, sem oscilar, ele certamente deverá ser posicionado na nova vertical 
definida pela direção do campo gravitacional resultante g', conforme 
as Figuras 89 e 90. Sobre a esfera do pêndulo agirão apenas as forças 
tração T e força gravitacional (peso) m.g'. Da condição de equilibrio relativo 
(Figura 90), vem: 


T = m.g’ = m.g.cosa. (eq 55) 
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Note que o pêndulo permanece estacionário (no referencial do vagão) com o 
fio formando 90º com o teto do vagão, enquanto este último desce a rampa 
livremente com aceleração a = g.sena (no referencial da Terra). 


Adicionalmente, a direção da nova horizontal, no interior do vagão, é a 
direção perpendicular a g', coincidindo com a direção da própria rampa 
(Figura 91). Assim, se o vagão, por exemplo, estivesse parcialmente 
preenchido com água (feito um aquário), a superfície livre desta permaneceria 
em equilibrio (relativo) numa direção paralela à da própria rampa, como 
mostra a Figura 91. 


Figura 90 - pêndulo em repouso em relação Figura 91 - superfície livre da água do 
ao vagão, estacionado na nova direção aquário estacionada na nova direção 
vertical paralela a g'. horizontal perpendicular a g’. 


с) Se o pêndulo da Figura 90 fosse posto a executar pequenas oscilações, 
estas ocorreriam simetricamente em relação à direção da nova vertical g', 
com período T dado por : 


T= 2n. m - A LOS (eq56) 
Y . aL 
Vg g.cos 


Neste caso, estamos considerando que a massa do vagáo é muito maior do 
que a massa do pêndulo, de forma que as suas oscilações nào perturbem o 
movimento retilíneo uniformemente variado (MRUV) executado pelo vagão 
com aceleração a = g.sena. 
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Exemplo Resolvido 12: Considere agora que o vagão do exemplo resolvido 
11 esteja descendo a rampa e que as resistências dissipadoras que agem 
Sobre o vagão correspondam a uma força de atrito com coeficiente p < tga. 
Calcule o ângulo В que o pêndulo forma com a vertical, durante a descida do 
vagão. 


Resolução: de acordo com a 2? lei de Newton, o sistema de massa total M 
descerá a rampa com aceleração a (no referencial da Terra) dada рог: 
Ев= М.а => (P.sena - Fat) = M.a 
M.g.sena – н.М = М.а , coma reação normal N dada por N = P.cosa 
M.g.sena — u. M.g.cosa = М.а > a=g.sena - u.g.cosa (eq 57) 


No referencial do próprio vagão, entretanto, essa aceleração ак será 
equivalente a uma gravidade a Л, que será adicionada vetorialmente à 
gravidade local gW para totalizar а gravidade resultante g’ (no referencial do 
vagão), como mostra a Figura 92. 

Da geometria da figura, temos que: 


a + с = д.ѕепа > a=g.sena-c (eq 58) 


Comparando eq57 e eq58, vem: c = u.g.cosa (eq 59) 


Sabe-se que o pêndulo permanece em equilíbrio relativo, sem oscilar, no 
referencial do vagão, quando posicionado na nova vertical definida pela 
direção da gravidade resultante g', conforme a Figura 92. 
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Para determinar o ángulo В formado entre a direção de g’ e a direção de g, 


lançaremos mão da identidade trigonométrica: 


E tga — tgp 
Tala – В) = T + даар (eq 60) 


к ~, 
ace eragao 


Figura 92 - Diagrama das forças que agem na cunha, no referencial acelerado 


Do triângulo retângulo da Figura 92, temos que: 


с eq59 п g.cosa 
g.cosa g.cosa 


Tg(a-B) = =н (eq61) 


A partir de eq60 e eq61, vem: 


tga- tgp 
Tga-p) = ————— = tga — tgB =н + u.tga.t 
Фа - В) Tei rr Im ga – tgp = y + 1. tga.tgf 
tgB + ptgo.tgp =tga-u => tgp Aga - н. (eq 62) 


1 + utga 


A expressáo eq62 traz a resposta do problema, entretanto, é possível, 
adicionalmente, determinar o valor da gravidade resultante д” no referencial 


do vagáo com a aplicagáo do Teorema de Pitágoras: 
(g') = (g-cosa)? + c? 
(9'? = (g-cosa)? + (u.g.cosa)? 


g'=g-cosa 1 + p? 
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Exemplo Resolvido 13 — ITA 2005 : considere uma rampa de ángulo a com 
a horizontal sobre a qual desce um vagão com aceleração a, em cujo teto 
está pendurada uma mola de comprimento L, massa desprezível e constante 
elástica K, tendo uma massa m fixa à sua extremidade. Considerando que Lo 
seja o comprimento natural da mola, que a gravidade local vale g e que o 
pêndulo permanece estacionário em relação ao vagão, determine a elongação 
X = L — Lo sofrida por essa mola nesse movimento. 


Resolução: o vagão desce a rampa com aceleração a em relação à Terra 
(referencial inercial); entretanto, no referencial do próprio vagão, pelo Princípio 
da Equivalência de Einstein, essa aceleração a Z equivale a uma gravidade 
a Л, que será adicionada vetorialmente à gravidade local gy para totalizar a 
gravidade resultante g' (no referencial do vagão), como mostra a Figura 93. 


AA ~a 
© eração 


Figura 93 - Diagrama das forças que agem na cunha, no referencial acelerado. 
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Aplicando a “lei dos cossenos" na Figura 93, a fim de determinar o módulo da 
gravidade resultante g' no interior do vagáo, vem: 


(9') = 92 + a? – 2.9.а.соѕ (D) 


(9')2 = 92 + a? – 2.9.а.соѕ (90° — а) 
(9')2 = 92 + a? -2.g.a.sena 


9'= Jg? + a? - 2.a.g.sena 


Рага que o pêndulo permaneça ет equilíbrio relativo, no referencial do vagão, 
sem oscilar, ele certamente deverá ser posicionado na nova vertical definida 
pela direção da gravidade resultante g' (veja figura abaixo). Sobre a esfera do 
pêndulo agirão apenas as forças tração T e força gravitacional (peso) m.g'. Da 
condição de equilíbrio relativo, vem: 


T=mg > Kx=mg' > x= тй 


ce + a? - 2.a.g.sena 
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Exemplo Resolvido 14: A figura mostra uma caixa com dimensões H e B, 
apoiada sobre uma plataforma que move-se sobre trilhos retos e horizontais 
com aceleração a. O escorregamento da caixa em relação à plataforma é 
impedido por um batente C fixo ao piso da plataforma. Sabendo que a 
gravidade local vale g, determine a maior aceleração a com que a plataforma 
pode se mover sem que a caixa tombe. Admita que a caixa é homogênea e 
tem massa m. i 


Comentário: 

Imprimindo ao carro uma aceleração excessiva (para а direita), o 
paralelepípedo tomba (para a esquerda). A maior aceleração sem 
tombamento é aquela na qual o paralelepípedo se apóia no camo 
exclusivamente por sua aresta inferior esquerda, e as forcas agentes 
obedecem ao esquema a seguir. 


1º Solução: no Referencial Inercial 
Observando a figura abaixo, a 2º lei de Newton permite escrever: 


Figura 94 — Diagrama de forças no referencial inercial 


Na vertical, equilíbrio: N=m.g (eq63) 
Na horizontal, movimento acelerado: Ек = т.а > Е = т.а (ед64) 
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Uma vez que a caixa está em equilíbrio de rotação no referencial Inercial, a 
soma dos momentos das forças externas em relação ao seu centro de 
massa G é nula: 


E(5) = 0  (eq65) 
2 
Substituindo eq63 e eq64 em eq65 , vem: 


-(mg.B + (та)н =0 > а= 92 


2* Solução: по Referencial Não inercial do carro 

Efetuando a mudança де referencial, a aceleração а — foi substituída por 
uma gravidade а +, que causará uma força gravitacional fictícia (força de 
Einstein) no centro de massa G da caixa, no referencial não inercial do carro. 
No referencial do carro (veja figura 95), a caixa se encontra em equilíbrio 
relativo (v' = 0, a' = 0), o que permite escrever: 


Na vertical, equilíbrio: N = m.g  (eq66) 


Na horizontal, equilíbrio (relativo) F = ma  (eq67) 
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Figura 95 — Diagrama de forgas referencial nào inercial 


Uma vez que a caixa está em equilíbrio de rotação no seu próprio referencial 
(não inercial), a soma dos momentos das forças externas em relação a 
qualquer ponto arbitrário é nula (fato este que náo ocorre no referencial 
inercial, conforme a 1? solucáo). Podemos tomar o momento total nulo tanto 
em relagáo ao centro de massa G quanto em relagáo ao ponto C de apoio da 
caixa. Optando pelo ponto C, vem: 


(8) o ma(5) = 0 (eq68) 
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gB 


(mg)B - (ma)H = 0 = а= га 


Em linhas gerais, ao analisar esse tipo de problema, podemos afirmar o 
seguinte: 


e Propriedade 1 - No referencial inercial (Terra), corpos que transladam 
aceleradamente, sem rotação, terão o momento total das suas forças 
(torque total) nulo em relação ao seu centro de massa G e somente em 


relação ao seu centro de massa. 


Justificativa avançada: isso ocorre porque o momento angular do 
sistema é constante apenas em relação ao centro de massa G (constante 
e nulo nesse caso), exigindo um torque total das forças nulo em relação a 
G. Esse momento angular, entretanto, será crescente (velocidade 
crescente) em relação a qualquer outro ponto fixo ao referencial inercial, 
exigindo um torque total das forças não nulo. Torque é sinônimo de 
“momento de uma força”. 


• Propriedade 2 - Corpos que transladam aceleradamente (no referencial 
inercial), sem rotação, terão o momento total das suas forças (torque total) 
nulo em relação a qualquer ponto fixo ao seu próprio referencial (referencial 
não inercial do próprio corpo), desde que se faça uso do princípio da 
equivalência, acrescentando-se as forças de inércia adequadas. 


Justificativa avançada: o momento angular do corpo é constante (e nulo) 
em relação a qualquer ponto fixo ao referencial do próprio corpo, visto que 
ele se encontra parado em relação a qualquer ponto desses 
(obviamente....rsrsr...). Essa constância do momento angular do corpo em 
relação a qualquer ponto do seu referencial implica torque total das forças 
nulo em relação a esse ponto genérico. 


Exemplo Resolvido 15: A figura mostra um carrinho de massa m, puxado por 
uma força F e apoiado em apenas um eixo dianteiro com duas rodas. 
Despreza-se atrito. Determinar a força F e a aceleração a de modo que o 
sólido se mova na posição esquematizada, sem tombamento. 
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Solução no Referencial Não Inercial do Carrinho: 


Sobre o carrinho, agem as forças de interação normal N, peso m.g (no centro 
de massa G), a força solicitadora F, bem como a força de inércia m.a (no seu 
centro de massa). 


campos 
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Figura 96 — Diagrama de forças no referencial não inercial 
Tomando o momento total nulo em relação ao ponto O de contato da rodinha 
com solo, vem: 
-(m.g).b - (m.a).h + F.(h+c) = 0 (eq69) 


Do equilíbrio relativo do carro, no referencial não inercial do próprio carro (na 
horizontal), vem: 


F=ma (eq70) 
Substituindo eq70 em eq69, vem: 
F.(h+c) = (m.g).b + (m.a).h 
(m.a).(h+c) = (m.g).b + (m.a).h 


(m.a).c =(m.g).b > а= 92 


Após termos determinado a aceleracáo adequada para que esse carrinho se 
mova em relação à Terra (referencial inercial) sem tombar, determinemos a 
força F a partir de eq70: 


Е = т.а => Ғ = т.9. : 
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Exemplo Resolvido 16: O esquema anexo representa um automóvel de 
massa m. O coeficiente de atrito estático entre as rodas e a pavimentação 
é p. À pista é reta e horizontal. Força de atrito de escorregamento só é 
considerado na roda motriz; atrito de rolamento é desprezado. Supõe-se que 
o motor possa desenvolver força de tração de sobra. Determinar a maior 
| do veículo na partida, na hipótese de tração só dianteira. 


Solução no Referencial Não inercial do Carro: 

Sobre o carrinho, agem as forças de interação normal N:, normal N2 , seu 
peso m.g (no centro de massa G), a força de atrito Fat que o solo exerce na 
roda dianteira tracionada (conectada ao motor), bem como a força de inércia 
m.a (no seu centro de massa), conforme a figura 97. 


^ campos . 
«gravitacionais; 


1 Fat aceleração 
a b 
Figura 97 — Diagrama de forças no referencial não inercial 
O carro encontra-se em equilíbrio de momentos (relativo) em relação a 
qualquer ponto do referencial do carro. Tomando o momento total nulo em 


relação ao ponto О de contato da roda traseira com о solo (veja Figura 97), 
vem: 


m.a.C + №(А + В) – т.д.А = O (eq71) 


Adicionalmente, estando o carro em equilíbrio (relativo) no seu próprio 
referencial nào inercial, podemos escrever na horizontal: 


Fat = m.a (eq72) 
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Sabemos que o atrito estático tem intensidade variável, aumentando desde o 


valor nulo até o valor máximo Fatmax = p. N 


Comentário: o atrito entre o pneu carro e o solo é estático pelo fato de que 
о pneu apenas rola ao longo do solo sem que o ponto de contato da roda 
com o solo escoregue em relação a este, ou seja, não ocorre 
derrapagem. 


А expressão eq72 mostra que, quanto maior for a intensidade da força de 
atrito, maior será a aceleração a que o carro adquirirá no referencial da Terra. 


Assim, para a condição de máxima aceleração, devemos ter: 


Fat = Fatmax = p. N2 (eq73) 


Comentário: a intensidade do Fat max é calculada fazendo-se uso da 
normal Nz por ser essa a força de contato normal trocada na fronteira em 
que surge esse atrito. Se o atrito fosse na roda traseira, teriamos usado N, 
na relação eq73 (veja Figura 97). 


Isolando N2 em eq71 e substituindo em eq73 e, em seguida, substituindo 
eq73 em eq72, vem: 


Fat = Fatmax = и.М2 = m.a 


ii mgA - mac) id 
A+B 


u.m.g.A - џ.т.а.С = ma.A + m.a.B 


Же A.u.g 
A+B+ рс 
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Exemplo Resolvido 17: Um carrinho, que suporta uma esfera de raio R, é 
dotado de um degrau de altura Н = 0,4.R e desloca-se horizontalmente em 
movimento retilíneo. Determine a máxima aceleração a com que o móvel 
pode se deslocar sem que a esfera suba o degrau. 


а) 59 /3 
b) 40/3 
C) g 

d) 39 /4 
е) 5g /4 


Solução no Referencial Não Inercial do Carro: 

Sobre a esfera agem as forças de interação normal N, normal N’ , seu peso 
m.g (no centro de massa), bem como a força de inércia m.a (no seu centro de 
massa). 


campos 
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A força de Einstein "т.а” está empurrando a esfera, de forma a subir o 
degrau. Quanto maior for o valor de "m.a", menor será a normal Nº de contato 
entre a esfera e o chão. Quando “т.а” atingir o valor crítico, a normal N' se 
anulará (N' = 0, a esfera perde o contato com o solo) e a esfera estará na 
iminéncia se subir o batente. 

Nesse momento, aplicando o equilíbrio relativo dos momentos em relação ao 
ponto O de contato da roda com o batente, temos: 


-(0,6.R).ma + (0,8R)mg = 0 > а= 29 
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Exemplo Resolvido 18: a figura mostra uma caixa homogénea de massa m, 
allura h e base b, apoiada sobre uma prisma móvel de massa M e inclinacáo 
a. Um pequeno batente impede o escorregamento da caixa. Se a gravidade 
local vale g, o prof. Renato Brito pede que vocé determine a maior forca F 
horizontal com que se pode puxar a rampa sem que a caixa tombe para trás. 


Solução no Referencial Não inercial do Prisma: 


Imprimindo ao prisma uma aceleração excessiva (para a direita), a caixa 
tomba (para a esquerda). A maior aceleração sem tombamento é aquela para 
a qual a caixa se apóia no carro exclusivamente por sua aresta inferior. A 
Figura 98 mostra as forças reais e fictícias agindo sobre a caixa, sem dar 
ênfase à colocação das forças que agem sobre o prisma : 
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Figura 98 — referencial não inercial - Forças agindo na caixa 
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A normal N age na aresta inferior, visto que a caixa está literalmente apoiada 
nela (quando na iminência de tombar). A força f é exercida pelo batente na 
caixa, impedindo seu escorregamento. O peso m.g da caixa já se encontra 
decomposto em suas componentes m.g.sena e m.g.cosa. 
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Figura 99 – referencial não inercial - forças agindo na caixa 


A força de inércia "m.a" (Figura 98) tem o sentido oposto ao da aceleração 
que será “abandonada”, na mudança do referencial da Terra para о 
referencial do prisma. Na Figura 99, decompomos a força de inércia "m.a' em 
suas componentes. 
Aplicando a condição de momento total das forças nulo em relação ao ponto o 
(figura 99) , temos: 


m.a.sena.(b/2) + m.a.cosa.(h/2) + m.g.sena(h/2) – m.g.cosa.(b/2) = 0 


m.a.(b.sena + h.cosa) = m.g.( b.cosa - h.sena) 


a E _ (b- htga 
а= 9.| ———— —— > а= 9.| -————— 
b.sena + h.cos a 


Assim, essa aceleração acima torna iminente o tombamento da caixa. 

А força com que o conjunto deve ser empurrado para se mover com essa 
aceleração é dada pela 2? lei de Newton: 

b- htga ) 


Ев = (М + 3 = Jg. 
к= ( m).a > F (Memo [2 88 
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Exemplo Resolvido 19: na figura, as massas m do bloco e M da cunha, 
assim como os ángulo a e p, são todos conhecidos. Todos os fios são ideais е 


os atritos são despreziveis. Pede-se determinar a aceleração adquirida pela 
cunha. A gravidade vale g. 


Solucáo: 
Esse problema já foi resolvido anteriormente no referencial da Terra (questão 


204 – versão 1 - página 445). Agora vamos resolvé-lo no referencial não- 
inercial da cunha. 


No referencial da Terra, a cunha se move com aceleração а para a direita 
enquanto o bloco desce a rampa com duas componentes de aceleração 
sendo uma delas paralela à rampa de módulo abaixo Z de módulo 
&(1 + cosf-cosa) £ e outra componente normal à rampa de módulo a-sena N 
conforme detalhadamente explicado no Capitulo 7 (Figura 18 página 270). 


No referencial da própria cunha (referencial acelerado), entretanto, ela 
encontra-se parada, a parede se move para a esquerda com aceleração а< e 
о bloco desce a rampa com aceleração Za-(1+cosB) conforme vimos na 
página 269 relação ед5. 
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Figura 100 
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Conforme o Princípio da Equivalência, essa aceleração a (m/s?) que a 
cunha possui no referencial da Terra, equivale, no referencial da própria 
cunha, a um campo gravitacional a (N/kg) (Figura 100) que causará forças 
gravitacionais ficticias m.a«- e М.а < nos corpos de massa m e M do sistema, 
respectivamente. 

A Figura 100 mostra tanto as forças de interação (reais), quanto as forças de 
inércia т.а « e М.а e agindo respectivamente no bloco e na cunha. 
Observe atentamente o diagrama de forças da Figura 100, antes de passar 


adiante. 
*stando a cunha em equilíbrio relativo na horizontal, podemos escrever: 


T + Tcosp + М№ѕепа = T-cosa + Ma 
T(1 + cospB- cosa) + N-sena = M-a (eq) 
+ bloco encontra-se em equilíbrio relativo na direção normal à rampa, o que 
nos permite escrever 
mg-cosa = N + m-asena (ед2) 
Na direção paralela à rampa, o bloco se move com aceleração а’ = a(1+cosf). 
Nessa direção, a segunda lei de Newton nos permite escrever: 


Fr=ma' = macosa + mg-sena — T = ma-(1 + cosp) 
mg-sena - T = m-a(1 + cosf — cosa) (eq3) 
Isolando T em eq3, N em ед2 e substituindo em eq1, temos: 


[mgsena - m.a(1 + cosp-cosa)]-(1 + cosB- cosa) + ...... 


+ (mgcosa — ma.sena)-sena = M-a 

2 
mg.sena + mgsena.cosp — mg.senacosa – ma(1 + cosp- cosa)" + ....... 
+ mgsenacosa - masen?a = M-a 


mgsena(1 + cosp) = af M + msen?a + m(1 + cosp- cosa)" | 


Finalmente encontramos a aceleragáo desejada: 
PE mgsena(1 + cosp) 

M + msen?a + m-(1 + cosf – cosa)? 
O leitor deve comparar essa resolução com aquela que foi apresentada para 
essa mesma questão, porém fazendo a análise no referencial inercial (em 
relação à Terra) — página 445 - questão 204 Versão 1. 
O leitor perceberá que, apesar de chegarmos às mesmas equações еді, ед2 
e eq3, percebemos que o estudo do vínculo geométrico, isto é, a relação entre 
as acelerações da cunha e do bloco, fica bem mais simples quando o 
problema é resolvido no referencial não-inercial da própria cunha. 


Ufa! O 
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PROBLEMAS DE APLICAÇÃO 


Questào 291 


A figura mostra um elevador que move-se para cima (УТ) em movimento 
acelerado (aT) com aceleração a = 2 m/s? num local onde a gravidade vale 
9 = 10 N/kg. Os blocos A e B, de massas 2 kg e 6 kg, encontram-se ligados 
entre si por meio de um fio ideal que passa por uma polia presa ao teto do 
elevador. Pede-se determinar: 

а)а aceleracáo com que movem-se os bloquinhos para o observador dentro 

do elevador; 
b)a tração no cordão. 


Questão 292 - $ 

A figura mostra um elevador que se move com aceleração a = 5 m/s? para 
cima. Um bloco inicialmente em repouso, em relação ao elevador, é 
abandonado do topo de um plano inclinado e escorrega ladeira abaixo, até 
atingir o piso do elevador. Admitindo g = 10 N/kg e desprezando atritos, o 
prof Renato Brito pede para você determinar: 


a) a aceleração adquirida pelo bloco ladeira abaixo, em relação ao elevador; 


b) quanto tempo o bloco gasta para descer toda a ladeira, admitindo que a 
mesma tenha altura vertical h= 2,7 m. Dado: sen a = 0,60 e cosa = 0,80 
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Questão 293 

A figura mostra um trem que parte do repouso sobre trilhos retilíneos com 

aceleração constante a em relação à Terra. Uma caixa de massa m = 2 kg foi 

abandonada sobre uma rampa lisa que se encontra fixa ao piso desse trem. 

Determine: 

а) о valor da aceleração a para que a caixa permaneça em repouso em 
relação à rampa, durante o movimento do trem; 

b) a aceleração a' com que a caixa subirá a rampa, em relação ao trem, caso 
este se mova com aceleração a = 9 m/s? em relação à Terra. 

Dado: д = 10 N/kg , sena = 0,6, cos a = 0,8 


Questão 294 - $ 

A figura mostra um elevador panorâmico que sobe 
com aceleração a = 2 m/s?. De repente, Dr. Raul 
percebe que a làmpada se desprende do teto a 
2,94 m de altura do piso do elevador e passa a cair 
verticalmente em direção ao piso. Quanto tempo ele 
dispõe para afastar o pé e nào se machucar com o 
impacto da lâmpada no piso ? (Dado g = 10 N/kg) 

а) 0,45 

b) 0,5 ѕ 

с) 0,6 s 

9) 0,7 5 

е) 0,8 s 


Questão 295 - $ 

Considere agora que outro elevador esteja subindo com uma incrível 
velocidade constante V = 300 km/h. De repente, Dr. Raul percebe que a 
lâmpada se desprende do teto a 3,2 m de altura do piso do elevador e passa 
a cair verticalmente em direção ao piso. Quanto tempo ele dispõe para 
afastar o pé e não se machucar com o impacto da lâmpada no piso ? 
(Dado g = 10 N/kg) 

a)0,4s 

b)0,5s 

с) 0,6 s 

d) 0,7 s 

e) 0,8 s 
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Questão 296 


Considere um pêndulo simples de comprimento £ é preso ao teto de um 


elevador. Sendo g o módulo do campo gravitacional no local, analisar as 
afirmações a seguir: 


|- бео elevador permanecer em repouso ou mover-se em movimento retilíneo 
e uniforme, o período de oscilação do pêndulo será 
Te2n C! g. 
il- Se o elevador mover-se com aceleração de módulo a dirigida para cima, 
Й £ 
o período de oscilação do pêndulo será T = T "d 
+ 


Ш - Se o elevador mover-se com aceleração de módulo a dirigida para baixo 


(a < g), o período de oscilação será T = 2те EE 


IV- Se o elevador estiver em queda livre, o pêndulo nào oscilará, visto que a 
gravidade aparente em seu interior será nula. 
Determine as alternativas corretas: 


ajtodas b)apenasllelll c)apenasIV d)apenas! e)apenasl|, H e III. 


Questáo 297 

Afigura mostra um péndulo de comprimento L preso ao teto de um vagáo que 
se move com aceleração constante a пит local em que o campo 
gravitacional tem intensidade g. Se o péndulo é posto a executar pequenas 
oscilações, o período dessas oscilações é dado рог: 


M A 


Y 7 LZ 


E il E =: [e EE 

а) 21, |— b) 2л == с) 2n, d) 2x. == 

g+a | [2 +a? Vg-a | lg? -a 
Questão 298 - $ 

Assinale A para grandezas absolutas (aquelas que independem do referencial 
inercial) e R para grandezas relativas (aquelas que dependem do referencial 
inercial), nos domínios da Mecânica Clássica: 

a) aceleração b) massa c) força 

d) deslocamento e) velocidade f) energia cinética 
9) quantidade de movimento h) intervalo de tempo i) impulso 
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j) trabalho 


Questão 299 - $ 

Sejam A e B dois referenciais inerciais. Se a quantidade de movimento de um 
sistema, num certo episódio, se conserva, para o referencial A, podemos 
garantir que a quantidade de movimento desse sistema certamente se conserva 
em ге!асао ao referencial B ? 


Questão 300 - (UFPA) 
Um ônibus caminha com velocidade constante em uma estrada horizontal 
quando, subitamente, o motorista acelera o veículo, fazendo com que os 
passageiros experimentem uma forga que os impele para trás. Assinale a 


alternativa correta: 

a) a força que os passageiros experimentam é de natureza fictícia ou inercial 
e proporcional ao peso de cada passageiro. 

b) a força que os passageiros experimentam é de natureza fictícia ou inercial, 
mas independe do peso de cada passageiro. 

c) a força que os passageiros experimentam é real, mas depende do campo 


gravitacional da Terra. 
d) a força que os passageiros experimentam é real, mas independe do campo 


gravitacional da Terra. 
e) passageiros diferentes no interior do veículo experimentam forças fictícias 


de mesmo valor. 


Questão 301 - (CEFET-CE) 

Medindo-se várias grandezas físicas referentes ao movimento de uma 

partícula em relação a distintos referenciais inerciais, verifica-se que 

algumas grandezas mudam com o referencial (relativas), enquanto outras não 

(absolutas). Constata-se que, no limite de baixas velocidades da mecânica 

clássica: 

a)aceleragáo instantânea é relativa, enquanto velocidade instantânea ё 
absoluta; 

b)força resultante é relativa, enquanto intervalo de tempo é absoluto; 

c) deslocamento é relativo, enquanto aceleração instantânea é absoluta; 

d) intervalo de tempo é relativo, enquanto deslocamento é absoluto; 

e)força resultante é relativa, enquanto velocidade instantânea é absoluta. 


Questão 302 - (UECE 2008) 
Assinale a alternativa que, de acordo com a física newtoniana, contém apenas 
grandezas (físicas) que não dependem do referencial inercial adotado: 

a) trabalho e energia cinética 

b) força, massa e aceleração 

c) massa, energia cinética e aceleração 

d) temperatura e velocidade 
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Questão 303 

Sejam A eB dois referenciais inerciais (observadores inerciais) estudando o 
movimento de um móvel C. A Terra é admitida como um referencial inercial. 
Considerando os princípios da Mecânica Clássica, é errado afirmar que: 


a) mesmo A e B sendo referenciais inerciais, eles podem medir diferentes 
valores para a velocidade, a quantidade de movimento e para a energia 
cinética da bolinha C. Para isso, basta que A esteja se movendo em 
relação a B. 

b) os referenciais (observadores) А e В certamente não têm aceleração, um 
em relação ao outro (адв =0 ), por serem referenciais inerciais; 


c)a aceleração do móvel C, quando medida pelo referencial A, sempre 
concorda com a sua aceleração medida pelo referencial B, quer os 
referenciais inerciais A e B estejam parados entre si ou em movimento 
entre si; 

d) se А fosse um referencial inercial e В fosse um referencial não-inercial, A e 
В discordariam a respeito da aceleração do corpo С; 

e)mesmo A e B sendo referenciais inerciais, é possível que a energia 
mecânica do pêndulo C se conserve para o observador A, mas não se 
conserve (varie com o tempo) para o observador B. 


Questão 304 - (ITA 2003) (304 a 314] 
А figura mostra um carrinho de massa М, com rampa, inicialmente em 
repouso sobre uma superfície lisa. Sobre a sua superfície inclinada, repousa 
uma caixa de massa m. Se o coeficiente de atrito entre a rampa e a caixa vale 
y, determine a aceleração máxima com que o carrinho pode se mover para a 
direita, sem que a caixa escorregue sobre sua superfície inclinada. 


a 
———> 


Questào 304 Questào 305 
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Questão 305 - $ [304 a 314] 
A figura mostra duas caixas iguais conectadas entre si por meio de fio e polia 
ideais. O coeficiente de atrito entre cada bloco e a superfície prismática vale 
н = 0,5 e a gravidade local vale g. O prof. Renato Brito pede para você 
determinar a maior aceleração a com que o sistema pode ser acelerado 
horizontalmente para a direita, sem que os blocos escorreguem em ге!асао ao 
prisma. Dado: sena = 0,6 cosa = 0,8. 


Questão 306 - $ [304 a 314] 
A figura mostra dois blocos de mesma massa m conectados entre si através 
de um fio que passa por uma polia, ambos ideais. Se a gravidade local vale g 
e o coeficiente de atrito entre o bloco e o carro vale p > 1, o prof. Renato Brito 
pede para você determinar a maior aceleração a com que o carro pode se 
mover, sem que o bloco escorregue em ге!асао a ele. 


Questão 307 - $ [304 a 312) 
Na figura, os blocos têm massas iguais e estão inicialmente em repouso 
(equilíbrio estático) sobre uma mesa que, por sua vez, repousa sobre uma 
superfície horizontal. Sabendo que o fio e a polia são ideais, a gravidade local 
vale g e o coeficiente de atrito entre os blocos e a mesa vale p, determine а 
maior aceleração com que a mesa deve ser empurrada, de forma que não 
ocorra escorregamento entre os blocos e a mesa. 


Questão 307 Questão 308 
Questão 308 [304 a 314] 


Um bloco de massa m é abandonado em repouso sobre um carrinho de 
massa M = 2m. Se o sistema pode deslizar sem atrito, determine a aceleração 
a adquirida pelo carrinho em função da aceleração da gravidade local д. (a = 45°) 
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Questão 309 [304 a 314) 
Um bloco de massa m, conectado a uma parede através de um fio ideal, é 
abandonado em repouso sobre um carrinho de massa M = 2m. Se o sistema 
pode deslizar sem atrito, o prof. Renato Brito pede para vocé determinar 
a aceleração a adquirida pelo sistema em função de g. Dado: sen a = 0,6 


m 
a 
" M 
Questão 309 Questão 310 
Questão 310 [304 a 314] 


Na figura, após o pêndulo ser abandonado do repouso, sua inclinação 
a = 30º com a vertical permanece constante durante o movimento da caixa. 
Todos os atritos são desprezíveis. Dada a massa da bola m = 800 ge a 
gravidade local g = 10 m/s?, determine a massa M do bloco, bem como a sua 
aceleração. 


Questão 311 [304 a 314] 
Seja um prisma triangular inicialmente fixo ao solo. A sua superfície inclinada 
(rampa) é perfeitamente lisa e forma um ângulo a com a horizontal. Um 
pequeno bloco, quando abandonado em repouso no topo dessa rampa, desce 
aceleradamente até encontrar a trava T. Determine com que aceleração 
horizontal a se deve empurrar esse prisma para a direita, a partir desse 
instante, a fim de que o tempo que a caixa leve para retomar à sua posição 
inicial seja o mesmo tempo que ela gastou na descida da rampa. A gravidade 
local vale g. 


a)g.tga БЫ) 29. tga C) g. cotga d) 2g. cotga e) 2.g.sena 


Questão 312 - $ [304 a 314] 
Seja um prisma triangular de massa M e іпсіпас̧до a com a horizontal 
inicialmente em repouso sobre o solo liso. Quando um pequeno bloco de 
massa m é abandonado em repouso no topo dessa rampa, desce 
aceleradamente ladeira abaixo, gastando T segundos até encontrar a trava. 
Durante a descida do bloco, é necessária a ação de uma força horizontal e 
constante de intensidade F agindo sobre o prisma, a fim de mantê-lo 
estacionário em relação ao solo. 

Em seguida, estando o bloco em repouso na extremidade inferior da rampa, a 
intensidade da força F é ampliada em K vezes, levando o bloco a mover-se 
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ladeira acima, gastando T segundos para atingir o topo da rampa novamente. 
Determine o valor numérico de K, para a = 45? e M = 2m. 


Questào 312 


Questão 311 


Questão 313 [304 a 314] 
Uma caixa de massa m está apoiada sobre a face inclinada de um prisma 


triangular que forma um ángulo a = 45? com a horizontal. О prisma tem massa 
M = 2m e é empurrado por uma força horizontal constante de intensidade F = 4mg. 
Sabendo que a gravidade local vale g e admitindo que o sistema parte do 
repouso, o prof. Renato Brito pede que vocé determine: 

a) a асе!егасао a com a qual o prisma se moverá em ге!асао à Terra; 

b) a aceleração a' com que a caixa subirá a rampa no referencial da rampa. 


Questão 314 - $ [304 a 314] 
Sobre um prisma triangular se coloca uma corda flexivel e homogénea de 


modo que seu ponto médio fique sobre a aresta superior do prisma. Este se 
apóia em um plano horizontal perfeitamente liso. Sendo a < f, determine a 
aceleração horizontal que deve ser comunicada ao prisma para que a corda 
permaneça imóvel em relação ao prisma durante seu movimento. 


A gravidade local vale д. 

a) g.(senf — sena) 

b) gtgB / tgo. 

с) gtg(B/2 — 0/2) HA м. 

d)g/(cosp + cosa) F. E h 
e) g-tg(B-a) = 24 —— à: 
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Questão 315 - $ [315 a 319] 


Observe a figura a seguir. Os ângulos « e são conhecidos, assim como a 
gravidade local g e a massa m do bloquinho. A rampa encontra-se fixa ao solo 
do vagão e todos os atritos são desprezíveis. Quando a trava das rodas é 
retirada, o vagão passa a se mover aceleradamente para baixo ao longo de 
uma ladeira muito longa. No interior do vagão, o bloquinho parte do repouso, 
do topo da rampa de altura H, descendo ladeira abaixo. Considerando que a 
massa do vagão seja muito maior do que a massa do bloquinho, determine o 
tempo gasto por este para atingir o piso do vagão em função de а, f, ge H. 


mE: 
m SH 
/ РД 
(p 
HP 
А 
AS 
a ai 
Questões 315 e 316 Questão 317 
Questão 316 [315 a 319] 


Considere novamente a figura da questão anterior. Quando a trava das rodas 

é retirada, o vagão passa a move-ser aceleradamente ladeira abaixo. No seu 

interior, o atrito entre o bloquinho e a cunha faz com que ele não escorregue 

em relação à cunha, durante o movimento do vagão. Pede-se determinar: 

a)a força de atrito que age sobre o bloco, durante o movimento do vagão. 

b)o menor coeficiente de atrito estático necessário para que o bloquinho não 
escorregue em relação à cunha, durante o movimento acelerado do vagão. 


Questão 317 - $ {315 a 319] 
A figura mostra um vagão subindo livremente uma rampa fixa de inclinação a 
сот a horizontal. Fixo ao seu teto se encontra um péndulo, que permanece 
estacionário em relação ao vagão, sem oscilar, durante todo o movimento. 
Sabendo que a gravidade local vale g e o coeficiente de atrito cinético entre a 
rampa e o vagão vale u, pede-se determinar a inclinação В (В > a) do fio com 
a vertical durante a subida do vagão em movimento retardado. 
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Questão 318 - $ [318 a 319 
Considere que um péndulo simples tem um período T = 1 s, quando oscila 
num campo gravitacional uniforme g = 10 N/kg. Se esse péndulo for fixado ao 
teto de um vagào que desce livremente uma rampa lisa, inclinada de um 
ângulo a = 60? com a horizontal, oscilará com período: 


a)is b) /25 c) (N2/2) s d) 43 s e) (43 /2)s 


Questáo 319 - $ [315 a 319 
Num dado planeta onde a gravidade vale g, um relógio de péndulo de 
comprimento L = 1 m funciona pontualmente no interior de um vagáo de trem 
inicialmente em repouso. Quando o prof. Renato Brito aplicou uma aceleração 
constante ao vagáo, o relógio passou a oscilar em torno de uma posigáo de 
equilibrio 36 cm acima da posição de equilíbrio original. O efeito da 
aceleração, entretanto, fez com que o pêndulo deixasse de operar 
pontualmente, pois este passou a: 

a) adiantar 15 s a cada minuto; O] 

b) adiantar 12 s a cada minuto; 

c) adiantar 1 min a cada hora; 

d) adiantar 45 s a cada minuto; 

е) adiantar 24 s a cada hora. 


Questão 320 - ф 

O sistema da figura foi abandonado a partir do repouso. A rampa é 
perfeitamente lisa e se encontra fixa ao solo. Só há atrito entre a cunha de 
massa M e o bloco de massa m que repousa sobre a superfície horizontal da 
cunha. Se a gravidade local vale g e a rampa forma um ângulo a com a 
horizontal, o prof. Renato Brito pede que você determine o menor coeficiente 
de atrito que pode haver na fronteira de contato entre o bloco e a superfície 
horizontal da cunha a fim de que ambos (bloco e cunha) se movam juntos, 
sem que o bloco escorregue em relação à cunha durante o movimento 
descendente do conjunto. 


— 


Questão 320 Questào 321 
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Questão 321 - $ 
А figura mostra um carro de massa m, que move-se ao longo de uma pista 
horizontal cujo coeficiente de atrito estático com as rodas vale p. Atrito de 
escorregamento só é considerado na roda motriz; atrito de rolamento é 
desprezado. Supõe-se que o motor possa desenvolver força de tração de 
sobra. Determine: | А : . 
a) a maior aceleração do veículo na partida, na hipótese de tração só traseira 
em função de p, a, b, с e da gravidade g. | x у 
b)a mal erario do veículo na partida, na hipótese de асао во 
dianteira. Nesse caso, admita а = 1,4 m, b = 2 т, с = 0,6 m, g = 10 mst e 
y 70,75. 


Questão 322 - $ - Máquina de Atwood infinita [181 182. 322] 
О sistema da figura ё composto por infinitas caixas de mesma massa m 
sucessivamente conectadas através de fios e polias ideais. Se a gravidade 
local vale g, utilizando o conceito de inércia equivalente apresentado na questão 
182, determine: 

а) а aceleração da primeira caixa de cima (caixa branca); 

b) a tração no fio que prende a primeira polia de cima ao teto. 


5 DINÂMICA CURVILÍNEA NO 
REFERENCIAL МАО INERCIAL 


5.1 INTRODUCAO 
Nos capítulos 2 e 4, aprendemos que as forças podem ser classificadas em 
forças de interação e forças de inércia. 


Forças de Interação são aquelas que decorrem da interação direta (forças de 
contato) ou indireta (forças de campo) entre dois corpos, surgindo sempre aos 
pares, em acordo com a 3º lei de Newton (Ação e Reação). Usando uma 
linguagem mais simples, são as forças comuns que usualmente se estuda no 
Ensino Médio, tais como a força gravitacional (peso, por exemplo), a força 
elétrica, a força magnética, o atrito, a normal N, a força elástica, o empuxo etc. 


Forças de Inércia são forças fictícias. Elas surgem apenas quando efetuamos 
uma mudança de um referencial inercial para um referencial não inercial com 
base no Princípio da Equivalência de Einstein. Elas não existem no referencial 
inercial, só agindo nos referenciais não inerciais (acelerados). 


Sempre que efetuamos uma mudança de um referencial inercial para um 
referencial acelerado em translação retilínea com aceleração a, a força de 
inércia "m.a", que surge nesse contexto, é chamada de “força de Einstein" e 
esteve presente em todos os exemplos resolvidos e propostos do capítulo 4. 


Por outro lado, quando efetuamos uma mudança de um referencial inercial 
para um referencial não inercial dotado de movimento de rotação uniforme, 
animado de aceleração exclusivamente centripeta а = w2.R, a força de inércia 
que surge nesse contexto (т.а = m.w?.R) é chamada de força centrifuga e 


será discutida no presente capítulo. 
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Além da força de Einstein e da centrífuga, também podemos citar as forças de 
Euler e Coriolis, cuja aplicação prática na resolução de problemas é bastante 
restrita, fugindo dos objetivos do presente livro de Mecânica. 


5.2 AFORÇA CENTRÍFUGA 

A força centrífuga é uma força de inércia que age apenas em referenciais 
não inerciais dotados de aceleração centrípeta, isto é, referenciais em 
rotação. Para uma melhor compreensão, consideremos o exemplo a seguir. 


Exemplo Resolvido 20: a figura mostra um carrossel de raio r = 1,5 m 
girando em torno do seu eixo central. Um mastro fixo à sua periferia suporta 
um pêndulo de comprimento L = 10 m que gira solidário ao carrossel, 
formando um ângulo a constante com a vertical, tal que sena = 0,6. 
(9 = 10 m/s?), Determine a velocidade angular œ de rotação do sistema. 


1º Solução — Análise no Referencial Inercial — Terra 


Para um referencial (observador) fixo à Terra (Figura 100), todo o conjunto 
“carrossel + mastro + pêndulo” está girando com velocidade angular o em 
torno do eixo de rotação central. A esfera do pêndulo, portanto, está 
executando um MCU de raio R = г + L.sena, dotada de aceleração centrípeta 
actp = o*.R no referencial da Terra, sob ação exclusiva das forças peso P e 
tração T. 

Conforme aprendemos no estudo da Dinâmica de um MCU no plano 
horizontal (eg8 e eq9 página 104), a dinâmica do movimento desse pêndulo é 
facilmente equacionada da seguinte forma: 


Na vertical (Figura 100), temos o equilíbrio das forças: T.cosa = m.g (eq74) 


Na direção radial, a aceleração centrípeta é produzida pela componente 
horizontal Tx da tração. Pela 22 lei de Newton na direção radial (ou 
centripeta), podemos escrever: 
FR ctp = Fin — Fout = m. acip 
(T.sena — 0) = m.(w? R) 
T.sena = m(e*.R)  (eq75) 
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eixo de rotação 


trajetória circular do pêndulo 


A 


Figura 100 — Diagrama das forças que agem no pêndulo, no referencial da Terra, no 
qual a bolinha possui aceleração centripeta e sofre ação apenas do campo 
gravitacional terreste g. 


A esfera do pêndulo descreve um movimento circular de raio R em torno do 
eixo de rotação, tal que: R =r + L.sena = 1,5 + 10«0,62 7,5 m >R=75m 


Dividindo a equação eq75 pela eq74, temos que: 


Tsena _ moiR Les oR e 0,6 _ ©?.7,5 zs Ded radid 
T.cosa m.g И 9 08 10 


Mas como resolveríamos esse mesmo problema no referencial do próprio 
carrossel ? Ora, seja um observador solidário ao carrossel (Figura 101), isto é, 
um observador que se encontre sobre o referido carrossel, compartilhando do 
seu mesmo movimento de гоїасао em ге!асао à Terra. 


1 gravitacionas : 


i А = wR | 


Figura 101 — Diagrama das forcas que адет no péndulo, no referencial acelerado do 
próprio péndulo. Neste referencial, o péndulo encontra-se imóvel (sem velocidade 
angular, nem aceleração centrípeta), e sofre ação tanto do campo gravitacional 
terreste gd quanto de um campo gravitacional centrifuga gctfg-> decorrente da 
mudança do referencial inercial da Terra (inercial) para o referencial girante do pêndulo 
(não-inercial, dotado de aceleração centrípeta em relação à Terra). 
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Para tal observador, o carrossel, assim como o péndulo, se encontra 
absolutamente imóvel (afinal, ninguém possui velocidade ou aceleração em 
relação a si mesmo ©), enquanto todo o ambiente ao seu redor é que está 
girando em relação a ele. 


Fazendo uso do princípio da Equivalência de Einstein (estudado no capítulo 
4), efetuamos uma mudança do referencial inercial da Terra para o referencial 
não inercial do próprio carrossel. 


А aceleração centripeta аср que a esfera do pêndulo possui, no referencial da 
Terra (Figura 102), equivale, no referencial do carrossel, а uma “campo 
gravitacional centrifugo” de mesmo valor («*.R), mesma direção (radial) e sentido 
contrário ao da aceleração centrípeta, que será “abandonada” (Figura 103). 


Figura 102 — no referencial inercial da Figura 103 — no referencial não inercial do 
Terra, o péndulo está se movendo em MCU próprio pêndulo, este não possui nem 
animado de aceleração centripeta actp. velocidade nem aceleração. Nesse referencial, 


essa ам, é sentida como uma gravidade 
centrifuga (que foge do centro). 


Figura 104 — o campo gravitacional centrifugo é radial e 
aponta para fora da curva em cada ponto, causando 
uma força gravitacional ficticia, denominada força 
centrífuga. 


Em linhas gerais, a gravidade centrifuga geg é sempre radial apontando para 
fora da curva em cada ponto da trajetória (Figura 104), causando uma força 
gravitacional fictícia denominada força centrífuga Fc, que só existe no 
referencial animado de movimento circular, como no caso da Figura 101. 
Assim, nesse referencial, todos os corpos de massa m que se encontrem a 
uma distância R do eixo de rotação, ficarão sujeitos a uma força radial 
apontando para fora (centrífuga) da curva, de intensidade: 
Fctíg = m. Octig = m.(w?.R) (eq 76) 


Para о observador não inercial (Figura 101), o pêndulo se encontra em 


equilibrio (relativo) estático no referencial do carrossel, o que permite 
escrever: 


equilíbrio vertical: Ty = Р > T.cosa = m.g (eq 77) 
equilíbrio radial: Tx = Рен > T.sena=m.oiR (еа 78) 


Comparando-se as relações eq74 e eq75, obtidas pelo referencial inercial 
com as relações eq77 e eq78, obtidas pelo referencial em rotação, vemos que 
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ambos chegam às mesmas relações matemáticas e, portanto, aos mesmos 
resultados, embora cada um se apóie em argumentos diferentes. 

A tabela abaixo sintetiza a visão de cada referencial sobre a situação física 
em análise nas Figuras 100 e 101: 


ado carrossel ШЕ 


A esfera do pêndulo descreve um O pêndulo se encontra em repouso 
MCU no plano horizontal (Figura permanente, sem velocidade nem 


100). aceleração (V' = 0, а’ = 0, асір=0), 
| portanto, em equilíbrio relativo (Figura 
101). 


A esfera possui uma агр, о que O pêndulo possui aceleração resultante 
requer a existência de uma força nula, portanto, força resultante nula. Não 
resultante centripeta Fctp para há força resultante centripeta nem, 
produzir essa aceleração, de acordo tangencial nesse referencial. 

com a 2º lei de Newton. 


Nesse referencial inercial, não Além das forças de interação peso P e 


! existem forças fictícias, tais como a tração Т, existe uma força fictícia 
“força centrifuga. A componente denominada centrífuga (radial para fora) 


horizontal da tração exercerá o Fctfg = m.o*.R. A resultante dessas três 
papel de resultante centrípeta forças deverá ser nula, para justificar o e 
Есір = Tx, fornecendo ao pêndulo quilíbrio relativo do pêndulo nesse 
, : ad 
¡a асір necessária раа o referencial! (or wq 
movimento circular. 


Note que a existência simultânea da força centrifuga e de uma resultante 
centripeta num mesmo referencial seria uma incongruência conceitual. 
Afinal, enquanto a resultante centrípeta só existe no referencial inercial (Figura 
100), a força centrifuga, por sua vez, só existe no referencial não inercial em 
rotação (Figura 101). Por esse mesmo motivo, não faz sentido dizer que a 
força centrífuga "cancela" a força centrípeta em algum referencial. Elas nunca 
coexistem num mesmo referencial. 


Vale ressaltar também que, por se tratar de uma força de inércia, a força 
centrífuga não decorre da interação de dois corpos e, portanto, não admite 
uma “força de reação” (propriedade 11, página 143). Portanto, em qualquer 
situação em que a força centrifuga esteja presente, nenhuma outra força será 
a “reação à força centrifuga”. 


Outro aspecto interessante e vantajoso da análise do problema no referencial 
não inercial é que ela torna mais claros alguns comportamentos do sistema 
cuja compreensão não é nada intuitiva quando analisada no referencial 
inercial. Por exemplo, é conhecido o fato de que, quanto maior for a 
velocidade angular w de rotação do pêndulo cónico, no referencial da Terra, 
mais ele tende a subir, levando a um aumento do ángulo a, mostrado nas 


Figuras 100 e 101. 
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Embora a justificativa para esse fato seja meio enigmática no referencial da 
Terra (Figura 100), essa tendência de subida do pêndulo fica absolutamente 
clara quando o problema é analisado no referencial girante (Figura 101), no 
qual o aumento da velocidade angular w leva ao crescimento da força 
centrifuga m.w?.R e, consequentemente, ao crescimento do ângulo a. Idéias 
semelhantes podem ser utilizadas em uma nova análise dos problemas de 
aplicação de números 266 a 281 no referencial não inercial em rotação, 
fazendo uso do conceito de força centrifuga. Você seria capaz de retornar a 
esses problemas e analisá-los no referencial acelerado ? 


Exemplo Resolvido 21 — Um Passat de massa М = 1200 kg se desloca com 

velocidade escalar constante, fazendo uma curva de raio R = 20 m num solo 

plano horizontal. Sabendo que o coeficiente de atrito estático e cinético entre 

os pneus e o solo valem, respectivamente, це = 2,0 e w = 1,8 determine: 

a) qual a maior velocidade com que o carro pode fazer a curva sem derrapar ? 

b) a força de atrito que age no carro, quando a curva é feita a 36 km/h ? 

с) a força de atrito que age no carro, se ele atingir uma velocidade de 108 km/h na 
curva ? 


1* Solução - Análise no Referencial Inercial 

Faremos a análise, considerando o veículo como puntiforme, desprezando as 
suas dimensões, a fim de evitar o uso de conceito de momento de uma força. 
Uma análise mais elaborada, incluindo a possibilidade de o carro tombar 
(capotar) será feita adiante na página 211, Exemplo Resolvido 26. 


actp 


Figura 105 — Diagrama das forças que agem no carro, no referencial inercial 


Como estamos analisando esse movimento no referencial inercial (Terra), 
nenhuma força de inércia (tal como a centrifuga) estará presente. Adiante, 
analisaremos o problema no referencial não inercial do próprio carro. Assim, 
no referencial da Terra, agirão sobre o veículo apenas as forças normal N e 
peso P na vertical (Figura 105), bem como uma força de atrito radial, que 
fornecerá a aceleração centrípeta actp necessária para esse MCU. 
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Conforme aprendemos no estudo da Dinàmica de um MCU no plano 
horizontal (eq8 e eq9, página 104), a dinâmica do movimento desse veículo é 


facilmente equacionada da seguinte forma: 
equilibrio vertical: N=M.g (еа 79) 

Na direção radial, a força de atrito estático (estático, pois o pneu rola no solo 
sem escorregar, sem derrapagem) proverá a aceleração ctp necessária para 

asse MCU, com base na 2? lei de Newton: 

= p му? 
FRctp = M. actp = Fate= zv (eq 80) 

Essa relação eq80 acima pode ser denominada “condição para se manter na 
curva sem derrapar". Se ela for satisfeita, o carro se mantém na curva. Caso 
contrário, no referencial inercial, o carro derrapa e tende a sair na direção 
tangente, por inércia. 

Sendo estática a força de atrito trocada entre os pneus e o chão, sua 
intensidade pode variar numa certa faixa de valores, podendo crescer até 
atingir um certo valor máximo, sem que haja escorregamento relativo entre as 
superficies do pneu e do solo. Esse limite máximo que a força de atrito pode 
atingir é dado por: 

Fate < he. № (eq 81) 

A condição acima é obrigatoriamente satisfeita pela força de atrito, 
independentemente da condição eq80 ser satisfeita ou não; mas o que isso 
significa ? 
Suponha que, para uma velocidade vı, uma certa força de atrito Fate é 
requerida para fornecer a aceleração centripeta actp1 necessária para manter 
o carro nessa curva (Figura 105). 
Agora, admita que a velocidade do carro aumente para um valor vo tal que 
vz = 2.01. Nesse caso, a força de atrito radial Fatez requerida para manter o 
carro na curva sem derrapar (dada por eq80) será quatro vezes maior do que 
antes. A pergunta que se faz é: nesse caso, o carro ainda se manterá na 
curva ou derrapará ? 
Ora, à medida que a velocidade v do carro vai sendo aumentada, ele se 
manterá na curva (sem derrapar), enquanto a força de atrito requerida pela 
condição eq80 ainda satisfizer a condição eq81. Se o carro atingir uma 
velocidade v tão grande que, para mantê-lo na pista sem derrapar, a força de 
atrito (que age como centripeta) requerida pela condição eg80 seja maior do 
que Fatmax = pe.N, violando a relação eq81, lamentaremos bastante: nesse 
caso, о carro derrapará e sairá da curva; a condição eq81 continuará sendo 
satisfeita enquanto eg80 falhará. 
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Isso ocorre pelo fato de que a força de atrito estática é limitada, podendo sua 
intensidade aumentar somente até um certo valor-limite (eq 81), acima do 
qual o escorregamento entre as superfícies em contato será inevitável. 


Profinho, afinal, qual a 
condição geral para que o 
carro consiga efetivamente 

fazer a curva com segurança ? 


Precisamos de uma condição 
geral que satisfaça, ao 
mesmo tempo, as relações 
eq79, eq80 e eq81. 


Assim, substituindo eq79 e eq80 em eq81, vem: 
Fat < не. М 


2 
“Ys Һе. Mg > vs Ju. Rg (eq82) 


Assim, o fato de a força de atrito estática (que age como resultante centrípeta) 
ser limitada acaba impondo um limite superior á velocidade com que o carro 
poderá descrever a curva de forma segura, isto é, sem derrapagem. 


a) Para pe = 2,0, R = 20 m e g = 10 m/s?, usando eq82, vem: 
vs р. Ао > vs (20)x20x10 => v<20ms 


A máxima velocidade do carro na curva, para que náo ocorra derrapagem, 
será Vmax = 20 m/s = 72 km/h. 


b) Sendo 36 km/h = 10 m/s uma velocidade inferior à velocidade máxima 
permitida (72km/h = 20 m/s) para que não haja derrapagem, vemos que о 
carro descreverá a curva de forma segura e a forga de atrito que estará 
agindo no carro será dada pela relagáo eq80 : 


2 1200.(10)2 
Fas МУ“ = 1200.0074, 


6000 N 
R 20 


c) Sendo 108 km/h = 30 m/s uma velocidade superior à velocidade máxima 
permitida (72km/h = 20 m/s) para que não aja derrapagem, vemos que o carro 
derrapará e, nesse caso, o Fat será cinético, dado por: 


Fatc= pe: N = po: Mg = 1,8(1200)(10) = 21.600 N 
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2º Solução – Análise no Referencial Não inercial : agora, faremos a análise 
no referencial do próprio carro. Logicamente, nesse referencial, o carro não 
possui velocidade nem aceleração alguma. Todo o cenário ao redor do carro, 
incluindo a pista, é que está girando ao redor do dele no seu próprio 
referencial. 


campos 
gravitacionais: 


1M.g 


Figura 106 - Diagrama das forças que agem no carro, no referencial não inercial 


Pelo Princípio da Equivalência, a aceleração centrípeta que o carro possuía 

no referencial da Terra agora equivale, no referencial do carro, a uma 

gravidade centrífuga дс = v?/ R, que causará no carro uma força centrifuga 

de intensidade M.v?/ R apontando radialmente para fora da curva, conforme a 

Figura 106. 

Na verdade, em cada massa m do sistema, no referencial não inercial em 

rotação, tanto agirá uma força peso m.g quanto uma força centrifuga 
m.v? / R, puxando o corpo para fora da curva, no referencial não inercial. Na 

expressão da força centrifuga, v é a velocidade do corpo no referencial 
inercial e R é a distância do referido corpo ao eixo de rotação, isto é, o raio da 
trajetória circular descrita por ele no referencial da Terra. 

Apesar dessa força centrífuga ser uma força fictícia, seu efeito é 
perfeitamente real no referencial em rotação. Afinal, quem não já se sentiu 
puxado para fora de uma curva, durante um passeio de carro ? No referencial 
inercial da Terra, esse puxão que sentimos é justificado alegando-se a lei da 
inércia (o qual não parece muito intuitivo), ao passo que, no referencial em 
rotação (não inercial), tal puxão é justificado pela ação da famosa força 
centrifuga. 

Vale ressaltar que, como ocorre a toda e qualquer força fictícia, a força 
centrifuga não existe no referencial inercial (Terra), agindo apenas no próprio 
referencial em rotação. Adicionalmente, nenhuma força será a “reação à força 
centrifuga” visto que forças ficticias não admitem reação. 

Observando a Figura 106, estando o carro em equilíbrio relativo, no 
referencial dele mesmo, temos que a força de atrito estático equilibrará a ação 


da força centrifuga: 
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2 

* Equilíbrio (relativo) radial: Fat = Fctig => Fat= MA (eq 83) 

* Equilibrio vertical: N = M.g (eq 84) 

Note que as expressões eq80 e eq83 são idênticas, mas foram escritas baseadas 

em argumentos distintos: 

* O referencial inercial (observador na calçada observando o carro fazer a 
curva) escreve a relação eq80, alegando a 2º lei de Newton, pois sabe que 
uma resultante centripeta é requerida para produzir a actp necessária para 
se descrever uma curva; 

* Já o referencial em rotação (o motorista do carro, por exemplo) alega que o 
carro se encontra imóvel (no referencial dele) e está sendo puxado para fora 
da curva pela ação da força centrífuga e que só não escorrega em virtude 
da força de atrito estático que cancela a ação da centrifuga (equilíbrio 
estático eq83). 

Logicamente, quanto maior for a velocidade do carro na curva (em relação à 

Terra), maior será a intensidade da força centrífuga agindo sobre o carro (no 

referencial do carro), maior será a intensidade do atrito estático requerido para 

impedir o escorregamento radial do veículo no referencial nào inercial. Sendo 


a força de atrito estático limitada, seu valor obrigatoriamente satisfará a 
relação: 


Fate < He. N (eq 85) 


Assim, a partir das relações eq83, eq84 e eq85, facilmente chegaremos « 
mesma relação eq82 obtida no referencial inercial, bem como aos mesmos 
resultados numéricos. Nesse ponto, voltamos a enfatizar que ambos os 
referenciais sempre findam por encontrar as mesmas equações e, portanto, 
os mesmos resultados, sendo, em geral, uma mera conveniência a adoção do 
referencial inercial ou do não inercial para a solução do problema. 


Os estudantes, ao se depararem com esse problema, geralmente questionam 
sobre a necessidade da existência de uma força que se contraponha à força 
de atrito. Essa força contrapondo-se à força de atrito realmente não é 
necessária, aparecendo apenas quando o problema é analisado no referencial 
não inercial em rotação (força centrifuga). Já no referencial da Terra, a 
presença da força de atrito é justificada pela necessidade de haver uma 
resultante centripeta a fim de prover a actp necessária para a trajetória 
curvilinea. 


O professor Renato Brito acredita que, à medida que o estudante se torna 
capaz de analisar problemas como esse em ambos os referenciais, ele atinge 
maturidade e compreensáo muito maiores acerca dos conceitos e fenómenos 
envolvidos. 
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Exemplo Resolvido 22: (IME) Considere dois blocos, de massas m e M, 
interligados por uma corda ideal que passa por uma roldana fixa à mesa, 


conforme a figura. 


AY 


Considerando que nào existe atrito entre o bloco M e a mesa, determine o 
menor coeficiente de atrito p entre os dois blocos, para que não haja 
escorregamento relativo entre eles durante a rotação solidária de todo o 
conjunto blocos+mesa+polia, com velocidade angular w em torno do eixo 
vertical y. Considere d a distância dos blocos ao eixo de rotação e M > m. 


Resolução no Referencial Não Inercial em Rotação 


No referencial da própria mesa girante, as caixas estão em equilíbrio estático 
relativo. Usando o Princípio da Equivalência, abandonamos a aceleração 
centripeta е a substituimos por um campo gravitacional centrifugo 
осі = оК, que causará forças centrifugas m.«*.R e M.c*.R, respectivamente, 


nas massas m e M. 
campos gravitacicnais 
etig = oR 
EA 


"3i 


Figura 107 – Diagrama das forças que agem nos blocos, no referencial 
não inercial da mesa girante 


As duas forças centrifugas agem, cada uma, puxando as caixas radialmente 
para fora da curva; entretanto, sendo M > m, teremos Mo*.R > m.a R €, 
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conseqüentemente, no referencial da mesa girante, a tendéncia é a caixa 
debaixo (de massa M) escorregar radialmente para fora arrastada pela 
centrifuga М.с. К, puxando a caixa de cima radialmente para dentro através 
do fio. Assim, o atrito que age apenas na fronteira entre as caixas atuará 
impedindo esse escorregamento relativo. 


Estando ambas as caixas em equilíbrio relativo na diregáo radial (horizontal), 
no referencial da mesa girante, vem: 


Caixa inferior: — Fat + T = M.o*.R (eq 86) 
Caixa superior: Fat + m.ao*.R- T (eq 87) 


Estando ambas as caixas em equitíbrio relativo na vertical, vem: 
Caixa superio: N2 = m.g (eq 88) 
Caixa inferior: М№ + Mg = № 
mg + Mg = № (eq 89) 


Como o problema pede que seja determinado o menor valor do coeficiente de 
atrito na fronteira entre as caixas, de forma que ainda não ocorra 
escorregamento relativo entre elas, isso nos leva a crer que as caixas se 
encontram na iminência de escorregar, o que permite escrever : 


condição de iminência de escorregar: Fat = џ.№, usando eq88, vem: 
Fat=umg (eq 90) 


Ei broder, por que foi usado 
Na no cálculo acima em vez 
deN;? 


Ora, meu amigo Raulzito, como o atrito em questáo está sendo trocado na 
fronteira entre as caixas, ele se relaciona com a força normal trocada nessa 
fronteira entre as caixas, portanto, com N2. Lembre-se de que o chão é liso, 
segundo o enunciado do problema. 


Somando as relações eq86 e eq87, membro a membro, e usando eq90, vem: 
2.Fat + m.o*.R = М.К 
2.umg = M.e*R - moiR 
2.umg = (M- m.e*R, com R=d 

- (М-т).®?4 


e 2mg 
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Exemplo Resolvido 23: Considere o veículo de massa m percorrendo uma 
curva inclinada, de ángulo a, com raio R constante, a uma velocidade v. 
Supondo que o coeficiente de atrito dos pneus com o solo seja и, calcule as 
velocidades máxima e mínima com que este veículo pode percorrer esta 
curva, sem deslizamento. 


1º Solução - No Referencial Não Inercial do Veículo 


No referencial não inercial do próprio veículo, não há nem aceleração 
centrípeta actp nem força resultante centrípeta, visto que o carro se encontra 
imóvel nesse referencial, em equilíbrio relativo (a' = 0, v’ = 0). 


Segundo o Princípio da Equivalência, a aceleração centrípeta que o carro 
possuí, no referencial da Terra, equivale, no referencial do próprio veículo, a 
um campo gravitacional centrifugo Осу = vYR de mesmo valor, mesma 
direção (radial) e sentido contrário (radial para fora) que produzirá uma força 
centrífuga Fctfg = m. дси. Esta, por sua vez, empurra o carro para fora da 
curva como mostra a Figura 108. 


campos 
gravitacionais 
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Figura 108 - Diagrama das forças que agem no carro, no 
referencial náo inercial do próprio carro 
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Se a velocidade v do veículo (em relação à Terra) for suficientemente grande, 
produzirá uma força centrifuga Ferg = m.v?/R (no referencial não inercial) muito 
intensa ao ponto de tornar iminente o escorregamento do carro ladeira acima 
(ao longo do eixo 2, Figura 108). Uma força de atrito atuará ao longo da 
superfície, se opondo à componente da Feug ao longo da rampa. 


А seguir, equacionaremos o equilíbrio relativo desse carro no referencial nao 
inercial (Figura 108): 


Equilíbrio ao longo do eixo 1: N = P.cosa + Fes.sena (ед 91) 
Equilibrio ao longo do eixo 2: Fat + P.sena = Feg.cosa (eq 92) 


Como queremos determinar a velocidade máxima v com que o carro pode 
fazer a curva sem escorregar, concluímos que o carro estará na iminência de 
escorregar ladeira acima, no referencial não inercial, devido à força Fctfg. 


Condição de Iminência de escorregar: Fat = u.N (eq 93) 
Substituindo eq91 em eq93, e substituindo eq93 em eq92, vem: 
Fat + P.sena = Fcyg.cosa 


p.N + Р.ѕепа = Feyg.cosa 


u(P.cosa + Feg.sena) + P.sena Feyg.cosa 
u.P.cosa + p. Ferg.sena + P.sena = Ferg.cosa 


u.P.cosa + P.sena = Ferg.cosa — p. Ferg.sena 


2 
m.g.(u.cosa + sena) = пру (cosa – p.sena) 

ÍRa.(sena + p.cosa) de веч  [Ro-(tga +n) (ед 94) 
(cosa — .ѕепо) Y (1 - toa) 


Ao contrário, se fosse solicitado determinar a velocidade mínima vmin com que 
0 carro deveria percorrer a curva sem escorregar (ladeira abaixo), nesse caso 
bastaria inverter o sentido da forga de atrito no diagrama da Figura 108 e 
adaptar as relações eq91 e eq92 a esse novo diagrama de forças. Ora, mas 
inverter o sentido do Fat equivale a meramente inverter o sinal de u na 
relação eq94, portanto, a velocidade mínima é dada por: 


- IRg(tga-u) 
vmn = Fa + piga) 


Outro fato importante é que a resolução do problema no referencial não inercial 
do próprio carro transforma um delicado problema de dinâmica do movimento 
curvilineo num mero problema de equilibrio estático, levando-nos às equações 
eq91, eq92 e eq93. 
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Em nossa resolução, optamos pelo par de eixos perpendiculares 1 e 2 (Figura 
108), o que nos levou a decompor as forças peso P e centrifuga Fctfg. Vale 
ressaltar, no entanto, que chegaríamos ao mesmo resultado, caso tivéssemos 
adotado qualquer outro par de eixos perpendiculares entre si, como, por 
exemplo, o par de eixos alternativo radial e vertical da Figura 109. 
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Figura 109 - Diagrama das forças que agem no carro, no referencial 


não inercial do próprio carro 


Nesse caso, as forças que se encontram fora do par de eixos e, por isso, 
sofreriam decomposição seriam a força de atrito Fat e a normal N. As novas 
equações de equilíbrio seriam: 


Equilíbrio radial: Fatcosa + N.sena = Fctfg (eg 95) 
Equilíbrio vertical: N.cosa = Fat.sena + P (ед 96) 
Condição de Iminência de escorregar: Fat = u.N (eq 97) 


O conjunto de relações eq95, eq96 e eq97 é matematicamente equivalente ao 
conjunto de relações eq91, eq92 e eq93 e, portanto, também leva ao mesmo 
resultado para vmax expresso pela relação eq94. 


Profinho, e como 
resolveriamos esse 
problema no 
referencial inercial ? 
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2* Solução no Referencial Inercial da Terra 

Ora, Claudete, no referencial da Terra, o movimento descrito por esse veículo 
trata-se de um MCU no plano horizontal, com a presença de uma aceleração 
centripeta actp radial. Nesse caso, precisamos seguir rigorosamente o que foi 
explicado nas páginas 103 e 104, incluindo o par de eixos descrito na Figura 
42 (página 103), bem como as relações ед8 e eq9 da página 104. 


Adicionalmente, em se tratando de um referencial inercial, forças fictícias, tais 
como a centrífuga, não estarão mais presentes, como mostra a Figura 110. 
Assim, na direção vertical, a caixa não apresenta aceleração alguma, 
estando, portanto, em equilíbrio nesse eixo, о que nos permite escrever: 


Equilíbrio vertical: N.cosa = Fat.sena + P (eq 98) 


Na direção radial, pela 2? lei de Newton, deve haver uma força resultante 
centripeta para produzir a aceleração centrípeta actp necessária para o MCU. 
Assim, na direção radial, escrevemos: 
FRctp = (Fin – Fout ) = m. actp 
2 
(N.sena + Fat.cosa - 0) = т. E (eq 99) 
Condição de iminência de escorregar: Fat = u.N (eq 100) 


Figura 110 - Diagrama das forças que agem no carro no referencial da Terra. 


O conjunto de relações eq98, eq99 e eq100 é matematicamente equivalente 
ao dois conjuntos de relações encontradas pelo referencial não inercial e, 
portanto, também leva ao mesmo resultado para Vmax expresso pela relação 
eq94, embora cada referencial faça uso de argumentos físicos distintos para 
escrever suas próprias equações. 


Particularmente, eu, Renato Brito, acredito que a resolução mais prática e 
objetiva seja a que envolve as relações eq91, eq92 e eq93. 
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Exemplo Resolvido 24: A curva de uma pista de corridas é compensada com 
uma inclinação a com a horizontal de modo que um carro se movendo com 
certa velocidade Vo nào tem tendéncia de escorregar lateralmente nem para 
cima nem para baixo. Entretanto, admita que um carro entre nessa curva com 
velocidade V > Vo. O prof. Renato Brito pede que você determine o coeficiente 


de atrito н mínimo que evitará a derrapagem do carro nesse caso. 1 


Solução no Referencial Não Inercial do Veículo 

Quando o carro entra na curva inicialmente com velocidade Vo, segundo o 
enunciado, ele se mantém na curva inclinada em equilíbrio relativo, no seu 
referencial não inercial, sem fazer uso do atrito, conforme a Figura 111. 


A seguir, equacionaremos o equilíbrio relativo desse carro no referencial não 
inercial: 


Equilíbrio ao longo do eixo 1: М = P.cosa + Ferg.sena (ед 101) 
Equilibrio ao longo do eixo 2: P.sena = Ferg.cosa (еа 102) 

campos 
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Figura 111 – Diagrama das їогс̧аѕ que адет по carro, no referencial 
nào inercial do próprio carro, para uma velocidade Vo 


е Р mv2 
Da relação eq102, vem: m.g.sena = R cosa 


cosa 
sena 


Ко = V2. 


[2] 


(eq 103) 


Em seguida, quando o carro entrar na curva com velocidade V > Vo, haverá 
uma tendéncia de escorregar ladeira acima (Figura 112), visto que, neste 
caso, a componente da força centrífuga ladeira acima superará a componente 
do peso ladeira abaixo (Ferg'.cosa > P.sena), о que solicitará a atuação do 
atrito ladeira abaixo para garantir ao carro o equilíbrio relativo no seu 
referencial não inercial como mostra a Figura 112. 
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Figura 112 ~ Diagrama das forças que agem no carro, no referencial 
паа inercial do próprio carro para V > Va 


A seguir, equacionaremos o equilíbrio relativo desse carro no referencial não 


inercial, para o caso V » Vo: 
Equilíbrio ao longo do eixo 1: N = P.cosa + Feg'.sena  (eq104) 


Equilibrio ao longo do eixo 2: Fat + P.sena = Feyg'.cosa (eq105) 


Como queremos determinar o menor coeficiente de atrito н que deve haver 
entre a pista e os pneus, а fim de que о carro não derrape, para V > Vo, 


concluímos que o carro estará na iminência de escorregar ladeira acima. 


Condição de iminência de escorregar: Fat = p.N (eq 106) 
Substituindo eq104 em eq106, e substituindo eq106 em eq105, vem: 


Fat * P.sena Fetg'.cosa. 


EN + P.sena = Ferg'.cosa 
p(P.cosa + Fcg'.sena) + P.sena = Fearg'.cosa 


u(P.cosa + Fcg'.sena)= Еси’. cosa – P.sena 


m.V?.cosa m 

J R gsena ^ w? cosa-Rgsena 
m.V?.sena V?.sena + Rgcosa 
— 77 + mgcosa 


u 


R 
Usando eq103, vem : 
2 2 2_\/2 
po V^.cosa ~ V¿-cosa _  (V*-V).sena.cosa 
INTA TN тр Z 2 
V2.sena + М2. PENA V?senĉa + Vicosa 


епс 
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Exemplo Resolvido 25 - Capa do livro O : Um velocista pilota uma moto de 
prova com velocidade V descrevendo uma curva de raio R, utilizando-se do 
atrito que existe entre o asfalto e os pneus da moto. 


a) Mostre que, para cada velocidade V com a qual o piloto descreva a curva, 
existe única inclinação a adequada que ele deve manter com a horizontal 
para garantir o seu “equilíbrio”, dada por tg a = g.R/V?; 

b) Mostre que a máxima velocidade que o piloto pode ter, sem riscos de 
derrapagem lateral, é dada por Vmax =/uRg ; 


c) Mostre que, durante o traçado da curva com máxima velocidade (iminência 
de derrapar), a inclinação da moto com o solo, para que o piloto esteja 


“equilibrado”, é dada pelo ángulo а tal que tgo = 1/u. 


Solução no Referencial Não Inercial da Moto 


a) As Figuras 113 e 114 mostram o diagrama das forças que agem no 
conjunto moto+motoqueiro, no referencial não inercial da moto, incluindo a 
força centrifuga Fctfg, radial para fora da curva, juntamente com o peso Mg. 
ambos agindo no centro de massa G do conjunto. 


ut M.v? 
N 
^ R 
G ( 
€ | { IT. 
Mg YN | 
-9 A o 
po 
1 NS In 
ЖУ» 
—————————áÁÀ 
Fat О 


Figura 113 — Diagrama das forças que agem no conjunto moto*motoqueira 
no referencial nào inercial em rotação 


A Figura 114 já mostra um polígono fechado de quatro forgas, o que 
geometricamente já garante que a resultante delas é nula (equilíbrio das 


forças no referencial não inercial): 
N=M.g (eq107) 
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Fat-M.v?/R  (eq108) 
Note que a linha GO que liga o centro de massa G ao ponto de contato O da 
moto com o chão define a inclinação a do motoqueiro em relação ao solo. 
Observando a Figura 114, é fácil verificar que o momento total das forças é 
nulo, tanto em relação ao ponto G quanto em relação ao ponto O. 


* O momento total das forças em relação ao ponto O é nulo por dois motivos: 
(1) a resultante entre as forças peso M.g e centrífuga M.v?/R passa sobre o 
ponto O, determinando um momento nulo em relação a esse ponto. 
(2) Adicionalmente, N e Fat também passam por O, o que garante um 
momento total nulo em relação a este ponto. 


* O momento total das forças em relação ao ponto G é nulo por dois motivos: 
(1) a resultante entre as forças normal N e Fat passa sobre o ponto G, 
determinando um momento nulo em relação a esse ponto. 

(2) Adicionalmente, o peso М.д e a centrifuga M.v//R também passam por 
G, o que garante um momento total nulo em relagáo a este ponto. 


Fat O 


Figura 114 – Diagrama das forças que agem no conjunto moto+motoqueiro 
no referencial nào inercial em rotacao 


Dessa forma, as relações eq107 e eq108, bem como a geometria na Figura 
114, garantem as condigóes para que o motoqueiro faga a curva de forma 
segura, em equilíbrio relativo (de forcas e de momentos) no seu referencial 
náo inercial. 


É fácil entender por que é impossivel fazer a curva com uma moto (ou 
bicicleta) sem incliná-la. Observando a Figura 113, se o eixo OG fosse 
vertical, as forgas M.g, Fat e N teriam momento nulo em relagáo a O (pois 
passariam por esse ponto), mas ainda restaria o momento náo-nulo da forga 
centrifuga M.v?/R em relacáo a O, de forma que a moto tombaria para fora da 
curva (no sentido horário) derrubando o motoqueiro. 


А partir dos triángulos retángulos da Figura 114, podemos escrever: 


М M.g Rg 
tga = = > tga = — (eq109) 
07 My? my? p. uf 

R R 


Observe atentamente os esquemas mostrado na Figura 115. Apesar da 
normal М e o peso M.g terem intensidade constante, qual a influência do 
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aumento da velocidade v no equilíbrio do motoqueiro na curva ? 

A relação eq109, juntamente com a Figura 115, mostra que, quanto maior for 
a velocidade v do piloto na curva (vz > vı) , menor deverá ser o ángulo a que 
ele deve manter entre a moto e o solo (a2 < ол) para garantir o seu “equilibrio”. 
Em outras palavras, velocidades cada vez maiores exigem inclinagdes a cada 
vez menores com a horizontal, para garantir o "equilibrio" do piloto durante a 
curva, como se pode comprovar graficamente na Figura 115. 


x M.(vi* М.(у;)? 
ы G R y 


У) : 
Fat, O Fat, о 


Figura 115 – aumentando а velocidade v da moto durante uma curva, о motoqueiro deverá 
diminuir a inclinação a entre a moto e o solo para garantir o seu equilíbrio. Compare a inclinação 
a do eixo OG do motoqueiro nos dois diagramas acima e comprove esse fato graficamente. Nole 


que N = M.g = constante. 
Observando a Figura 115, vemos que, quanto maior for a velocidade (у > vi) do 
motoqueiro na curva (no referencial da Terra), maior será a força centrífuga 
que age nele (no referencial não inercial), menor deverá ser o ângulo de 
inclinação (az < ол) entre o motoqueiro (eixo OG) e o solo para garantir seu 
equilíbrio. Adicionalmente, o aumento da Fctfg irá requerer maior Fat estático 
na curva (Fatz > Fat:i) para impedir o escorregamento lateral da moto. Esse 
‚ fato limita o aumento da velocidade da moto na curva. 

b) Além das relações eq107 e eq108 listadas anteriormente, sabemos que a 
força de atrito estática entre os pneus e o solo é limitada superiormente, 
sendo incapaz, portanto, de transpor um certo valor máximo determinado 
experimen-talmente, conforme a relação eq110. 


N=M.g (eq107) 
Fat = M.?/R (eq108) 
Fat < u.N (eq110) 
Substituindo eq107 e eq108 em eq110, vem: 
Fat < р.№ 
Mvw/R<y Mg => vs<y/uRg. 


Dessa forma, temos que Vmax = Jg. (eq111) 
c) Substituindo eq111 em eq109, vem: 
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-RS. КӘ . > tg=1 (eq112) 
u 


ы Е 
у (акау 

O ângulo crítico a descrito acima é, portanto, a menor inclinação que a moto 
pode manter com a horizontal durante uma curva segura, sem riscos de 
derrapagem ou desequilibrio para o piloto. Inclinagóes menores exigiriam 
velocidades ainda maiores do que Vmax = Ju Rg para garantir o "equilíbrio" 


do motoqueiro, levando a moto a escorregar inevitavelmente. 


Exemplo Resolvido 26 - Um carro de massa M trafega numa curva circular 
de raio R. A gravidade local vale g, a altura do centro de massa G do carro 
vale H, a distáncia lateral entre as rodas vale d e o atrito existente é suficiente 
para impedir qualquer escorregamento. Determine a máxima velocidade com 
que o veículo pode fazer a curva sem capotar. . 


» 
| 
! d2 2! 


Solução no Referencial Não Inercial do Veículo : 


No referencial não inercial do próprio veículo, não há nem aceleração 
centripeta actp nem força resultante centrípeta, visto que o carro se encontra 
imóvel nesse referencial, em equilíbrio relativo (a' = 0, v' = 0). 


\ 


campos 
gravitacionais | 
act | G | o 
clfa 
ho AE E | m 


di2 


Figura 116 — Diagrama das forcas que agem no carro, no 
referencial não inercial do próprio carro. 


Segundo o Princípio da Equivalência, a aceleração centripeta que o carro 
possui, no referencial da Terra, equivale, no referencial do próprio veículo, a 
um campo gravitacional centrifugo бав = v*/R de mesmo valor, mesma 
direção (radial) e sentido contrário (radial para fora) que produzirá uma força 
centrifuga Fctfg = m.gerg. Esta, por sua vez, age sobre o centro de massa С 
do carro empurrando-o para fora da curva, como mostra a Figura 116. 
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Em geral, as quatro rodas do carro sofrem forças de contato com o solo, mas, 
nessa situação específica, o carro se encontra na iminência de tombar para 
fora da curva e as rodas internas acabaram de perder o contato com a pista. 
Para que o carro ainda se mantenha equilibrado, nessa situação critica, no 
seu referencial não inercial, sem capotar, aplicaremos equilibrio dos 
momentos em relação ao ponto o de contato das rodas externas com o solo. 
Note que as forças normal N e atrito Fat já passam sobre o ponto o, de forma 


que não produzem momento. Assim, temos: 


d Mv?) [сан 
дб.—|-|-——Н= = JE 
*M.g (2) R ) 02 v 2H (eq113) 


A expressáo eq113 fornece a velocidade máxima com que o carro pode fazer 
a curva sem tombar. Devemos lembrar que, adicionalmente, a expressão 
eq82 (página 197) fornece a velocidade máxima com que o carro pode fazer 
a curva sem derrapar. Assim, para que о carro percorra uma curva sem 
derrapar nem tombar, sua velocidade deverá ser menor do que a menor 
dessas duas velocidades criticas. 

Vale ressaltar que, tanto os riscos do carro tombar na curva (eg113) ou 
derrapar na curva (eq82) independem da massa M do veículo, como se pode 
observar diretamente nas expressões dessas velocidades criticas. 

Um grande raio de curvatura R (curvas mais abertas) favorece a segurança 
do veículo, tanto no critério de capotar quanto no de derrapar. Adicionalmente, 
carros mais baixos (menor quociente d / Н) são mais dificeis de capotar, como 


sugere a relação ед113. 


Exemplo Resolvido 27 - um carro de massa m está percorrendo uma pista 
inclinada em um ângulo a com a horizontal, num trecho circular de raio R com 
velocidade escalar constante v. A distância lateral entre os pneus do carro 
vale d. Determine o desnivel vertical h entre as rodas, para que seja 
compensado o efeito centrifugo, ou seja, de forma que o carro consiga 
descrever a curva sem requerer atrito. Para facilitar os cálculos, admita а 
suficientemente pequeno (sena = tga), de forma que a distância d entre as 
rodas seja assimilada à sua projeção horizontal b (h = b). 
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Solução no Referencial Não Inercial do Carro : 


À figura mostra as forças que estão agindo no carro, no seu referencial não 
inercial, incluindo a força centrifuga. O problema em questão nào está 
interessado em analisar se o carro vai tombar ou não. Seu objetivo é 
determinar a inclinação que deve ser dada à pista, de forma que a tendência 
de escorregamento radial para fora da curva (pela ação da componente força 
centrífuga nesse referencial) seja compensada pela componente P.sena do 
peso do carro. 


Figura 117 — Diagrama das forças que agem no carro, no referencial 
não inercial do próprio carro 


Para que ocorra esse equilibrio relativo na direção do eixo 1 (Figura 117), 
devemos ter: 


m.v? v? 


Fetig cosa = P.sena = ES .cosa = m.g.sena > {да = Rg 


(eq114) 


Do triángulo retángulo da Figura 117, temos: sena = (eq115) 


с! 


Sendo a um ángulo pequeno (a < 10º), vale a relação: sena = tga (eq116) 


PR SERRO PRI PERT e: vum Dag neon vd (eq117) 
e ,8 ee я D - 3 — = se 
P 3 ч 3 d Rg Rg 


A expressão acima fornece o desnivel vertical h procurado. 
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Exemplo Resolvido 28: (ITA-94) Um motociclista trafega numa estrada reta e 
nivelada atrás de um caminhão de 4 m de largura, perpendicularmente à 
carroceria. Ambos estão trafegando a 72 km/h, quando o caminhão se detém 
instantaneamente, devido a uma colisão. Se o tempo de reação do motorista 
for 0,50 s, determine a que distância minima deverá estar trafegando para 
evitar o choque apenas com mudança de trajetória. Considere que o 
coeficiente de atrito entre o pneu e o solo vale u = 0,80, a aceleração da 
gravidade g = 10 m/s? e que a trajetória original o levaria a colidir no meio da 
carroceria. 


Solução no Referencial Não Inercial da Moto: 


O pleno entendimento da solução desse problema requer que o leitor tenha, 
previamente, estudado o Exemplo Resolvido 25. 
Nom 
campos | 
gravitacionais 
| Сено 


[А Se 


Figura 118 — Diagrama das forças que agem по conjunto moto+motoqueiro 
no referencial não inercial em rotação 


Para escapar da colisão com a traseira do caminhão, o piloto da moto deverá 
efetuar a curva mais fechada possível, isto é, a curva com menor raio de 
curvatura R, sem, no entanto, fazer uso do freio, como exige o enunciado. 
Isso indica que ele deverá minimizar o raio R do percurso, sem alterar o valor 
da velocidade v da moto. O que isso significa ? 

A Figura 119 mostra que, sendo constantes a massa M, a normal Ne a 
gravidade g, para reduzir o raio (Rz < R1) de curvatura da sua trajetória, sem 
se desequilibrar, o piloto deverá deitar mais a moto (a2 < ол), fato que exigirá 
ainda mais atrito da pista (Fat> > Fat:). 
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Sabemos, porém, que o valor do atrito estático, trocado entre a pista e os 
pneus da moto, não pode aumentar indefinidamente, sendo naturalmente 
limitado pela expressão: 


Fat < u.N (eq117) 


Fat O 


Figura 119 - a redução do raio de curvatura (Rz < R;) mantendo a velocidade constante obriga o 
piloto da moto a diminuir a inclinação a entre a moto e o solo (az < ал) para nào se desequilibrar. 
Mais atrito será requerido, nesse caso ( Fatz > Fat). 


Adicionalmente, no referencial não inercial da moto, o atrito deve equilibrar a 
força centrífuga: 
2 
Fat- SI (eq118) 


Assim, substituindo eq118 em eq117, vem: 


2 2 
T X u.N = My 


2 
<uMg > Ra (eq119) 


A expressão eq119 mostra que o raio R da trajetória descrita pela moto está 
limitada pelo atrito, podendo atingir o valor mínimo: 


2 2 
v^ _ (20 m/s) -50m 
ug 0,8-10 
A curva mais fechada que o piloto conseguirá descrever, considerando o atrito 
disponível, possuirá raio de curvatura R = 50 m e será o arco BC na Figura 


120. Raios de curvatura menores levariam a moto a derrapar por falta de 
atrito. 


2. = 
IXmin = 


Devemos lembrar, entretanto, que o motoqueiro tem um tempo de reação de 
0,5 s antes de iniciar a curva e que, durante esse tempo, a moto possui 
velocidade v = 20 m/s, percorrendo o trecho AB de comprimento: 


z = АВ = 20 m/s · (0,5 s) = 10 т 
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Assim, nesse episódio, o motoqueiro percorrerá todo o trecho ABC e sairá 
ileso, sem colidir com a traseira do caminhão. 


A partir do Teorema de Pitágoras no triângulo em destaque, temos: 
у? +x =R? 
y? + (48} = (50): > у= 14 т 


A distância pedida é a distância do ponto A até a traseira do caminhão 
(Figura 120), dada por: 


y+z =14+10=24m 


A 
1 
| 


Figura 120 - vista superior da trajetória ABC do motoqueiro. 
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PROBLEMAS DE APLICAÇÃO 


Questão 323 (UFCG 2007) 
Um livro didático de 1957 ensinava aos alunos e às alunas do Curso Normal o 
conceito força centrífuga. Leia parte do texto: 


Quando rodo um objeto preso por um cordão, dou o impulso (força 
tangencial) e o cordão puxa para o centro (força centripeta). Se 
soltar o cordão desaparecerá a força centripeta e o corpo sairá 
pela tangente e não na direção do raio. Quando o cordão puxa о 
corpo, este, pela reação, puxa a mão para fora (reação centrifuga 
ou força centrifuga). É fácil sentir que a força centripeta e, portanto 
a sua reação centrífuga aumenta com a massa do corpo, com o 
tamanho do cordão e com a velocidade da rotação. [...] Sea Terra 
desse mais de dezessete rotações em 24 horas, a força centrifuga 
superaria a atração e nós voariamos pelo espaço. 
Considerando o texto, pode-se afirmar que: | . 
ajo autor erra, pois a força centrífuga não é reação à força centripeta, pois 
elas não coexistem em um mesmo referencial; 
b)em hipótese alguma a força centrípeta aplicada ao objeto aumenta com o 
tamanho (comprimento) do cordão; Е _ 
c)o autor, em nenhum momento, considera que as forças ação e reação 
atuam em corpos diferentes. , 
d)o autor está correto em atribuir à força centripeta e à força centrifuga as 
mesmas variações, pois constituem um par ação-reação. | 
е)о autor, ет nenhum momento, considera que as forgas centrípeta е 
centrífuga atuam no mesmo corpo. 


Questão 324 (ITA) 

Aforça centrifuga: 

a) não existe, pois não pode ser medida; 

b) é a reação à força centrípeta; pe 

E só se Кес em езд В acelerados, com movimento de translação 
em relação às estrelas fixas; des E 

d) ocorre num movimento de rotação, observado de um referencial inercial; " 

e) só se manifesta em referenciais nào inerciais, com movimento de rotação 
em relação às estrelas fixas. 


Questão 325 PE 
Considere o veículo de massa m da figura percorrendo uma curva inclinada, 
de ángulo a, com raio R constante, a uma velocidade v. Supondo que о 
coeficiente de atrito dos pneus com o solo seja p, calcule a mínima velocidade 
com que este veículo pode percorrer esta curva, sem deslizamento. 
A gravidade local vale g e considere tga > u. 
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Questão 326 [326 a 331] 
O piloto Alexandre Barros foi o vencedor do ültimo GP da Espanha na 
categoria 250 cc de moto velocidade. Durante os treinos, pilotando sua moto 
num trecho em curva de raio 180 m, o piloto percebeu que os pneus perdema 
aderéncia ao solo, quando ele tenta se equilibrar na curva, inclinando a moto 
com um ángulo inferior a 27? com a horizontal. Sabendo que a massa total do 
piloto com a moto vale 600 kg, o prof. Renato Brito pede para vocé 
determinar: 


4, о coeficiente de atrito estático entre os pneus da moto e o asfalto; 

b)a máxima velocidade com que o piloto pode descrever essa curva com 
segurança. 

c) a velocidade com que o piloto descreve a curva, quando mantém uma 
inclinação de 45º com a horizontal. 

d) a intensidade da força de atrito que atua na moto, quando mantém uma 
inclinação de 45º com a horizontal. 


Dado: tg 27° = 0,5 , g = 10 m/s? 


Questão 327 [326 a 331] 


Um vagão de estrada de ferro percorre uma curva de raio R = 300 m. 
A distancia entre os trilhos é d = 1,60 me o centro de massa G do vagão 
situa-se à altura H = 1,50 m acima dos trilhos. Considerando que a aceleração 
local da gravidade vale g = 10 m/s?, o prof. Renato Brito pede que você 
determine aproximadamente a velocidade máxima com que o vagão pode 
passar pela curva sem tombamento. 
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а) 25 mis ——— 

b) 30 пу [2 O № | 
c) 40 m/s —, | A 
déms ЖТ = (es 

е) 35 m/s H | | 
Questáo 328 [326 a 331] 


Em pista horizontal e rugosa, um automóvel faz uma curva de raio R = 10 m. 
São dados d = 1,50 m, h = 0,60 m, д = 10 nvs?. Determine a maior velocidade 
permitida para esse carro na curva de forma que não ocorra tombamento 
(capotamento). 


ES =- 


бе-------- - é 
о © Т 
UJ e \!) | L ~ 
| a2" UE 
e, 


Questão 328 Questão 329 


Questão 329 (ITA 2008) - É [326 a 3. 


Um cilindro de diâmetro D e altura h repousa sobre um disco que gira num 
plano horizontal, com velocidade angular œ. Considere н o coeficiente de 
atrito entre o disco e o cilindro (com p > D/h), L a distância entre o eixo do 
disco e o eixo do cilindro, e g a aceleração da gravidade. O cilindro pode 
escapar do movimento circular de duas maneiras: por tombamento ou por 
deslisamento. Determine qual deles ocorrerá primeiro, em função das 
variáveis. 


Questão 330 [326 a 331] 
Em pista horizontal e rugosa, o automóvel faz uma curva de raio R = 360 ma 
uma velocidade de 72 km/h. São dados d = 1,80 m (distância lateral entre as 
rodas) e g = 10 m/s2. Determine o desnível vertical h que deveria haver entre 
as rodas em decorrência de uma sobrelevação da pista, a fim de suprimir a 
tendência de derrapagem. Use a aproximação para pequenos ângulos 
sena = tga. 
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Questão 331 (ITA) X [326 а 331] 
Рага que um automóvel percorra uma curva horizontal de raio dado, пита 
estrada horizontal, com uma certa velocidade, o coeficiente de atrito estático 
entre os pneus e a pista deve ter no mínimo um certo valor ц. Determinar qual 
o valor a do ângulo de sobrelevação (Figura B) para que o automóvel 
percorra uma curva horizontal, com o mesmo raio e com a mesma velocidade 
acima, numa estrada com sobrelevação, sem ter tendência a derrapar. 


„Г ГРА. ~E 


) é 
ХА (A рд Tk d 
/ Y ptas 
re Pig UR 
A ut A ШҮ 
Questão 332 - $ [332, 333] 
Um pequeno objeto de massa m é colocado sobre uma superfície cónica em 
rotação, numa posição que dista г = 0,2 m do eixo de rotação. 


Se o coeficiente de atrito estático entre o objeto e a superfície girante vale 
He = 0,8, determine a máxima velocidade angular о com que o sistema pode 
girar em torno do seu eixo vertical sem que o objeto escorregue. 


Adote g = 10 m/s?, cos 30? = 0,86 eni v 
a) 1,5 rad/s = 9.2m-—7 
b) 2,7 rad/s DO і à 
nm н 
с) 3,2 rad/s 2730 i 
d) 4,1 rad/s 
e) 5,6 rad/s 
Questão 333 - $ | 1333, 338] 


Um carro parte do repouso numa trecho de pista retilinea plana horizontal 
com aceleração escalar constante a = 3 m/s? e, 5 segundos depois, entra 
numa pista circular de raio К = 45 m com uma incrível inclinação de 53? coma 
horizontal onde passa a descrever uma trajetória circular contida num plano 
horizontal. Sabendo que o carro começa a escorregar ladeira acima somente 
10 s após o início do movimento, o prof. Renato Brito pede que você 
determine o valor de 1/h onde p é o coeficiente de atrito estático entre as 
rodas do carro e a pista. Use g=10m/s?, ѕеп53° = 0,8 and cos53º=0,6 
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a)2,3 
b) 3,2 
0) 4,4 
d) 5,5 
e) 6,2 


Questão 334 - $ 


A figura mostra uma plataforma horizontal que gira com velocidade angular 
constante @ = 2 rad/s em torno de um eixo vertical fixo ao seu centro. Um 
bloco A, de massa М = 5 kg, repousa sobre a superfície da plataforma e se 
encontra conectado por meio de um fio ideal a um outro bloco B, de massa 
т = 4 kg, que pende verticalmente e е 
impedido de sair da plataforma. 


Sendo g = 10 m/s?, o prof. Renato Brito 
pede que você determine os valores | 
máximos e mínimos de x para os quais os | 
blocos permanecerão estacionários em | 
relação à plataforma. Admita que о det 
coeficiente de atrito entre todos os pares de 


s 
superfícies vale | = 0,4 e d=2,5m. o ; 


Questão 335 


A figura mostra um grupo de patinadores efetuando uma curva дө. raic 
R = 20 m, num local em que a gravidade vale g = 10 m/s?. Sea inclinação do 
corpo deles com a vertical, durante o traçado da curva, vale 30°, a velocidade 
deles tem um valor mais próximo de: 


a) 8,6 m/s 
b) 9,4 m/s 
c) 10,7 m/s 


d) 11, 5 m/s 


e) 12,6 m/s 
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Questão 336 - Gravidade Artificial - $ 1336. 337] 
Algo muito comum nos filmes de ficção científica é o fato dos personagens 
não flutuarem no interior das naves espaciais. Mesmo estando no espaço 
sideral, na ausência de campos gravitacionais externos, eles se movem como 
se existisse uma força que os prendesse ao chão das espaçonaves. Um filme 
que se preocupa com esta questão é “2001, uma Odisséia no Espaço”, de 
Stanley Kubrick. Nesse filme a gravidade é simulada pela rotação da estação 
espacial, que cria um peso efetivo agindo sobre o astronauta. A estação 
espacial, em forma de rosca, mostrada abaixo, gira com velocidade angular 
constante de 0,2 rad/s em torno de um eixo longitudinal. 

O raio К da espaçonave é 40 m. 


a) Calcule a velocidade tangencial (m/s) do astronauta mostrado na figura. 


b) Calcule a gravidade aparente sentida g pelo astronauta, durante a 
rotação; 


Questão 337 (ITA 2006 - adaptada) - $ [336. 337] 
Uma estação espacial em forma de toróide, raio interno К: e raio externo Ra, 
gira com período T em torno do seu eixo central numa região de gravidade 
nula. O astronauta sente que seu “peso” aumenta 21% quando passa a correr 
com velocidade v no interior desta estação, ao longo de sua maior 
circunferência, conforme mostra a figura. Determine o módulo dessa 
velocidade v. 
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Questão 338 - $ "zm 

O “rotor” é um brinquedo que existe em parques de diversões. Ele é E 
de um cilindro oco provido de um assoalho. As pessoas entram no ci a 
ficam em pé encostadas na parede intema. O cilindro começa a girar Salle neh é 
de seu eixo vertical e a partir de uma velocidade angular minima, or ы 
retirado e as pessoas ficam "presas" à parede do cilindro. Sinus e d pe 
cilindro, g a aceleração da gravidade e pe O coeficiente de 2 dr 
pessoas e o cilindro, determine a velocidade angular mínima œ er e 
cilindro a fim de que as pessoas nào escorreguem durante seu movimento. 


Problem 339 - $ ——— i 

Uma moeda de massa m = 20 д encontra-se a uma distáncia г= 1 iA 
centro de um disco circular em repouso num plano кыы ән b Sw 
passa a girar em torno do seu eixo vertical com de male 
a = З rad/s?, o prof. Renato Brito pede que você determine o ins лса 
a moeda vai сотесаг a escorregar. О campo jode Rp Jisto vala 
g = 10 N/kg e o coeficiente de atrito estático entre a moeda е 

p=0,5. 


T 


6 PARÁBOLA DE SEGURANCA 


Tópico Especial 1 


Parábola de Seguranca 


6.1 INTRODUÇÃO À PARÁBOLA DE SEGURANÇA 
A parábola de segurança (ps) é uma ferramenta poderosa e muito 
interessante que resolve, de forma simples e elegante, problemas de 
máximos e mínimos, envolvendo lançamentos de projéteis que, de outra 
forma, seriam solucionados com um enorme trabalho algébrico, regado a 
Cálculo Diferencial. 

Ela é citada em listas de exercícios de muitos livros de Mecânica 
universitários, bem como nos livros da renomeada Editora Mir-Moscou, mas a 
sua teoria detalhada, envolvendo descrição de todas as suas propriedades, 
bem como as respectivas demonstrações, é rara. 

Assim, visando a divulgar essa ferramenta tão poderosa e tão útil para que 
seja utilizada por um número cada vez maior de estudantes brasileiros, achei 
oportuna a publicação desse tema neste livro, descrevendo e demonstrando 
cada uma das suas propriedades, bem como ilustrando as aplicações práticas 
dessa ferramenta. 


6.2 ENTENDENDO A PARÁBOLA DE SEGURANÇA 

Considere um lançador de projéteis, localizado na origem de um sistema de 
coordenadas cartesianas XY (Figura 1), disparando projéteis com velocidade 
inicial Vo constante, mas sob diferentes ângulos de disparo a com a 
horizontal, variando gradativamente no intervalo 0? « a < 180º. Para cada ângulo 
a, a trajetória seguida pelo projétil é uma parábola que parte da origem, atinge 
uma altura máxima e retorna ao solo horizontal, como mostrado na Figura 1. 


O movimento parabólico de um projétil pode ser interpretado como a 
superposição de dois movimentos ortogonais mais simples: (1) um MRU na 
horizontal (visto que o projétil move-se na ausência de forças horizontais); (2) 
e um MRUV na direção vertical sob ação exclusiva da força peso, que fomece 
a aceleração constante da gravidade a = g. A cinemática de cada um desses 
movimentos permite escrever as suas respectivas funções horárias da 


posição em cada eixo: 


X = Vo .cosa.t (eq1) 
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2 
Y = Vo .senat – 3i (eq2) 


Para determinar a equação da trajetória parabólica seguida pelo projétil, 
devemos encontrar uma relação entre as coordenadas Y e X independente do 
parámetro t que, para isso, precisa ser eliminado das equações eq1 e eq2 
acima. Isolando t na relação eq1 e substituindo na relação eq2, vem: 


Ү = tgaæX - — SL X? (eq3) 
2.V2.cos? a 
(equação geral da trajetória do projétil) 
A expressão acima é a equação geral da trajetória descrita por um projétil 


lançado com velocidade inicial Vo, formando um ângulo « com a horizontal, 
num campo gravitacional uniforme g. 


Figura 1 — Familia de trajetórias parabólicas descritas por projéteis que foram disparados 
da origem do sistema de coordenadas com velocidade de disparo V, constante 
sob cada um dos seguintes ângulos de disparo a: 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 85°, 
95°, 105°, 120°, 135°, 150° e 165°. 


Efetuando-se uma sequência de disparos sob ángulos a progressivamente 
maiores, variando no intervalo 0° < a < 180°, obteremos uma família de trajetórias 
parabólicas que têm, em comum, a velocidade de disparo Vo, sendo, cada 
uma delas, descrita pela equação eq3. 


4Y Parábola de Segurança 


Figura 2 - Todas as trajetórias parabólicas de projéteis disparados com mesma velocidade 
inicial Vo, mas sob ângulos de disparos variados, tangenciam internamente uma 
parábola envolvente, denominada parábola de segurança. 


Curiosamente, essa familia de parábolas, que têm em comum a mesma 
velocidade de disparo Vo, tangencia uma parábola envolvente, que é única 
para cada valor de Vo, denominada “parábola de segurança", como mostra a 
Figura 2. 
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A expressão “parábola de segurança” advém do fato de que ela define o lugar 
geométrico dos pontos do plano XY que jamais serão atingidos pelo lançador, 
ao efetuar disparos com aquela velocidade Vo caracteristica daquela PS. O 
conjunto de todos os pontos externos a essa parábola de segurança 
constituem a chamada "zona de segurança” dessa PS, como mostra a 
Figura 3. 


y Y Parábola de Segurança 


Zona de Segurança (zona externa) 


Zona de Risco (interna) 


Figura 3 - pontos localizados na zona externa a parábola de segurança (PS) não 
são alcançados por esse lançador, quando dispara projéteis com a velocidade Vo 
característica dessa PS. 


6.3 DETERMINANDO A EQUAÇÃO DA PARÁBOLA DE SEGURANÇA 
Seja um lançador, localizado na origem (0, 0) do plano cartesiano, disparando 
projéteis com velocidade de módulo Vo constante, porém, sob ângulos a 
variáveis. Inicialmente, desejamos responder à seguinte pergunta: 


Dado um ponto P qualquer, do plano cartesiano, localizado nas coordenadas 
(Xe, YP), com qual ángulo a o lançador deverá efetuar o disparo a fim de atingir 
aquele ponto ? 

Para determinar o ángulo с, vamos impor que a trajetória do projétil (dada 
pela equação eq3) efetivamente passe pelo ponto Р. Para isso, fazemos 
X = Xe e Y = Үр na relação eg3: 


3 g 2 1 
Yp = tga-Xp - ——————.X$, mas -= secta = 1* іда. 
2V2cos* a i cos?a 2 
g.X2 
Үр = tga-Xp — 5 (1 +tg%a). Com um pouco de álgebra, encontramos : 
sa o 


2) ОКЕ Y 
(tga) ESL * * MELIA =0  (eq4) 


Essa equação do 2? grau na variável tgo fornecerá os valores do ângulo de 
disparo a para os quais o projétil, efetivamente, passa pelo ponto P. 
Entretanto, dependendo das coordenadas (Xe, Ye) desse ponto, trés situações 
possiveis podem ocorrer: 


Сазо1:А>0 


Caso2:A=0 
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Nesse caso, a equação eq4 fornecerá dois ángulos a distintos 
para os quais o ponto Xe, Yp será atingido pelo projétil. 
Graficamente, o ponto P é interno à parábola de segurança 
(Figura 4). 


Y 
Zona de 
=» Segurança 
LJ 
| Р 
| 
Mo. X 


Y 


Figura 4 - Caso А > 0: o ponto P está localizado no interior da 
parábola de segurança e é atingido para dois ângulos « de 
disparos distintos. 


Nesse caso, a equação ед4 fornecerá um único ángulo a de 
disparo sob o qual o ponto Xe, Ye será atingido pelo projétil. 
Graficamente, o ponto P está sobre parábola de segurança, isto 
é, P pertence à PS (Figura 5). 


Zona de 
AAA Seguranga 


y 


Figura 5 - Caso A = 0: o ponto P pertence à parábola de segurança e 
é atingido apenas sob um único ángulo a de disparo. Ele está no limite, 
exatamente na fron-teira entre os pontos que podem e os que náo 
podem mais ser alcangados pelo langador. 


Caso3:A<0 


Nesse caso, a equação 4 não possui solução. Em outras 
palavras, não existe ángulo a que faça a trajetória do projétil 
passar pelo ponto Xe, Yp. O motivo é que a velocidade do 
lançador está pequena demais para atingir esse ponto. Para 
atingi-lo, será necessário aumentar a velocidade de disparo, isto 
é, trocar a PS original por uma nova PS mais abrangente que 
contenha esse ponto P. Graficamente, A < O significa que o 
ponto P é externo à parábola de seguranga, isto é, se encontra 
em sua zona de seguranga (Figura 6). 
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Zona de 
Seguranca 


+ >= x 


Figura 6 - Caso A < 0: o ponto P está localizado fora da parábola 
de segurança e não pode ser atingido, inde-pendente do ângulo 


de disparo 


A parábola de segurança é o lugar geométrico (L.G.) dos pontos Xp,Yp do 
plano, os quais são atingidos pelo lançador sob um único ângulo «a de 
disparo, ou seja, são atingidos “nas últimas”. Em outras palavras, ela é o L.G. 
dos pontos Xp, Yp para os quais a equação do 2º grau eq4 na variável о só 
apresenta uma única solução distinta (Figura 5). 


Portanto, para determinar esses pontos Xp, Ye , devemos impor a condição 
A = О na equação ед4: 


A = b?-4a.c 
£ 2 \ 
деб) 5 КА TI? j E || ; e vV 2 уә 
| gx 29 M 


Equação da parábola de segurança (eq5) 


A equação ед5 é a famosa equação da parábola de segurança © mostrada 
na Figura 2. É importante você realmente olhar a Figura 2, nesse ponto da 
leitura, para refrescar a memória. Uma parábola de segurança é a envoltória 
de toda uma família de parábolas que têm em comum uma mesma velocidade 


de disparo Vo. 


Não confunda a equação da parábola de segurança (eq5) com a 
equação da trajetória seguida pelo projéti! (eq3). A Figura 2 deixa bem 
claro que a parábola de segurança (P.S.) não fornece a trajetória seguida 
pelo corpo. A P.S. é a envoltória de todas as possíveis trajetórias, para 
uma sucessão de disparos do lançador posicionado na origem, com a 
variando gradativamente no intervalo 0 < a < 180º. 


A parábola de segurança, descrita pela equação ед5, fornece as coordenadas 
Xp. Ye de todos os pontos do plano que estão “no limite" de serem atingidos 
pelo lançador que dispara projéteis com velocidade Vo constante, a partir da 
origem (0, 0) do sistema de coordenadas cartesianas XY. Por que “no limite" ? 
Ora, porque os pontos externos à parábola de segurança estão fora do 
alcance daquele lançador (Figura 6). Apenas os pontos internos à parábola de 
segurança ou, sobre esta, podem ser atingidos por esse lançador (Figuras 4 e 5). 
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Parábola de 
segurança 


Figura 7 


x(m) 


Após observar atentamente a Figura 2, percebem-se várias formas 
alternativas de interpretar ou visualizar a parábola de segurança. Uma delas é 
a seguinte: 

1a interpretação para a Parábola de Segurança: considere uma rampa de 
inclinação а que passa pela origem do sistema de coordenadas XY, como 
mostra a Figura 7. Pergunta-se: qual o alcance máximo que esse lançador 
consegue atingir ao longo dessa rampa de inclinação a ? Em outras palavras, 
qual o ponto dessa rampa mais distante da origem que pode ser atingido por 
esse lançador ? A resposta é o ponto P da envoltória, isto é, da parábola de 
segurança, como mostrado na Figura 7! Pode-se dizer que: 


Propriedade 1: A parábola de segurança de um lançador é o lugar 
geométrico dos pontos P4, P2 , Pa... Рм (Figura 8) de máximo alcance (para 
os projéteis disparados por esse lançador) ao longo de quaisquer rampas de 
inclinação 04, 012, оз.. ам que passem pela origem do sistema de coordenadas. 


y(m) 
noH сар 
Figura 8 Parábola de 
rs segurança 
Ф, 
/ БЫ 
/ y N2 er. 
/ A an 
/ je: 


5 > x(m) 

2a interpretação para a Parábola de Segurança: generalizando um pouco 
mais, percebemos que, na verdade, não há necessidade de impor a condição 
de as rampas de inclinação оч, a2, аз,....ом (Figura 8) passarem pela origem 
(0, 0) onde se encontra o lançador. Isso porque cada rampa serve apenas 
para definir a direção ao longo da quat se quer que o lançador atinja alcance 
máximo. Como qualquer reta do plano também definirá uma direção peculiar, 
qualquer reta r do plano poderá ser utilizada. 
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Parábola ае = 
ѕедигапс̧а 


Figura 9A 


Assim, o prof. Renato Brito pode generalizar, dizendo que: 


Propriedade 2: A parábola de seguranga (P.S.) fornece os pontos P de 
máximo alcance de um lançador ao longo de qualquer reta AB do plano que 
toque a P.S. em 1 ou 2 pontos. No caso em que a reta AB seja secante à 
parábola (toque em 2 pontos), haverá 2 pontos P: e P? de alcance máximo ao 
longo dessa reta, sendo um ao longo do sentido АВ (P1) e outro ponto (P2) 
ao longo do sentido oposto B>A, como mostra a Figura 9A. Em todo caso, 
note que, para uma mesma parábola de segurança, todos os lançamentos 
ocorrem a uma mesma velocidade de disparo Vo, sendo alterada apenas a 


direção a do disparo em cada lançamento. 


6.4 OTIMIZANDO O ÂNGULO DE DISPARO - PARTE 1 

Considere um plano inclinado que passa pela origem (0, 0) de um sistema de 
cordenadas cartesianas XY. Um lançador, localizado na origem, dispara 
projéteis com velocidades sempre de mesmo módulo Vo porém sob ângulos 
de disparo « com a horizontal variaveis, como mostrado na Figura 9B. 

Da Propriedade 1 da parabola de seguranga, estudada anteriormente, o 
alcance máximo que esse projétil poderá atingir, ao longo desse plano 
inclinado, е dado pelo comprimento OP na Figura 9B, onde P е o ponto onde 
o plano inclinado encontra a parabola de segurança associada a essa 
velocidade de disparo Vo. 


у(т) 


— 


Paráboia de P 
Seguranca 


Figura 9B 
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А pergunta chave, nesse contexto acima, é: nessas condições, sob qual 
ângulo de disparo q o projétil deve ser disparado a fim de atingir esse ponto P 
pertencente à parabola de segurança ? 
O ángulo de disparo о desejado para máximo alcance ao longo do plano 
inclinado é a solução da equação do 2º grau mostrada em eq4 (página 226), 
рага о caso A = 0. Então, resolvendo а equação eq4 рага tga, encontramos: 
2 
( 2 V. 

Deva _ 0+0 -b (29 11 2 MUA (ease) 

2а 2а 2a |9Хр | 2 9: Xp 


tau 


Essa relagáo eq5B é muito preciosa uma vez que ela nos fornece o ângulo a 
de disparo que leva ao alcance máximo ao longo do plano inclinado. Note que 


ângulo а dado por eq5B é sempre o ángulo de disparo em relação à 
horizontal 


Exemplo Resolvido 1: Um prédio de 25 andares está em chamas e, dadas 
as grandes proporções do incêndio, o caminhão do corpo de bombeiros só 


consegue chegar a uma proximidade d =10/3m da base do prédio. Se a 


água desse esguicho é lancada com uma velocidade inicial vo = 1043 m/s, О 

prof. Renato Brito pede que vocé determine: Ep! A © à 

a) a altura h da janela mais alta, que poderá ser atingida pelo jato d água, 

b) o ângulo de disparo о. com a horizontal que leva o jato de água a atingir 
essa altura máxima. 

Despreze a altura inicial do jato d'água, admitindo que ele parte do solo e use 

9= 10 m/s? 

Solução: 

Seja r a reta vertical que contém a 

parede frontal do prédio (Figura 11), 

descrita pela equação x = 10/3m. 

Esse problema de lançamento de 

projéteis solicita que seja determinada 

a ordenada y do ponto p “limite” (mais 

alto) dessa reta que ainda pode ser 

atingido pelo lançador (jato d'água 

parabólico). Н 

Observando a Figura 2 (página 225) novamente, vemos que, para EX 

esse problema, é suficiente determinar sobre qual ponto da parede do prédio 

passará a envoltória (P.S.) de todas as parábolas daquele lançador com 


velocidade vo = 1043. m/s. 

Assim, com base na propriedade 1 da (PS), para determiná-lo, devemos 
procurar o ponto cujas coordenadas x,y satisfazem, simultaneamente, à 
equação da reta r e à equação da parábola de segurança, ou seja, devemos 
resolver um sistema com essas duas equações : 


h 
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2 


* Equação da parábola de segurança: Y = -> - —9..X?. 
opm puis 2g ZV 
Рага 9 = 10 m/s? e Vo= 1043 m/s, vem: 
2 
1043 10 2 
Eum ot s y=15- Х (ед6) 
2410)  2(1043) 60 
у r 
Parábola de | 
segurança... e 
De ES 
h- у 
Figura 11 
— >x 
P 10/3 
e Equação daretar: х= 1043 (eq7) 
Resolvendo o sistema de equações eq6 e eq7, vem: 
x2 (1043 
&í5-—- =15-12L 215-5 s 10m 
A NUT 60 


Portanto, o ponto P procurado da parábola de segurança tem coordenadas 
(x, y) = (10/3. m, 10 m) e, portanto, está a uma altura h = у = 10 m. Essa é 
a altura máxima atingida por esse jato ao longo da parede desse prédio. 


O ángulo de inclinação a da mangueira que levará o jato d'água a atingir esse 
ponto P de coordenadas xp = 1043 e ур = 10 é dado pela relação 
maravilhosa O relação eq5B: 


2 212 A 
ае (1043? — 5 
9:хь 10.1043 


O ângulo « fornecido pela relação eq5B é sempre o ângulo de disparo em 
relação à horizontal. 


> tga = 43 = q=60º 
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8.5 ATINGINDO UM ALVO USANDO VELOCIDADE MÍNIMA DE DISPARO 

Cada lançador possui “uma e somente uma " parábola de segurança (ps) para 
“cada velocidade Vo de disparo”. Isso significa que, para uma sucessão de 
velocidades de disparo Vo < V1 < V2 < V3, haverá suas respectivas parábolas 
de segurança рѕо. ps1, рг, pss, sendo que cada uma delas é mais abrangente 
que a sua antecessora. Em outras palavras, quanto maior a velocidade de 


disparo Vo da parábola de segurança, mais abrangente (mais alta e larga) ela 
será. 


y | 
| P 
| 


| х 
— =и — eaa a ОЗ - T 3 E 


Figura 12 


Suponha que um lançador deseje atingir um alvo representado pelo ponto P 
na Figura 12. Digamos que, para atingir essa meta, seja estipulada uma 
velocidade Vi de disparo para esse lançador, ficando automaticamente 
determinada a sua parábola de segurança psı (envoltória de todas as 
trajetórias parabólicas que partem do lançador com a mesma velocidade de 
disparo V: sob ângulos variáveis) dada pela relação eq5. 


Admita que, conforme ilustrado na Figura 12, esse ponto P seja, casualmente, 
externo a essa parábola de segurança ps1, indicando que a velocidade М: desses 
disparos é insuficiente para atingi-lo, independentemente do ângulo de disparo. 
Isso nos leva a crer que, para atingir seu objetivo, o lançador deverá aumentar a 
velocidade de disparo de V1 para V2 e, assim, passar de uma envoltória ps: 


para uma envoltória ps2 mais abrangente do que sua antecessora, como 
mostra a Figura 13. 


Y fa 


| 
T ° 
ps2 | 
Vo | ) 
| 
4 


0% a 4 зе 8 d A E. 4 $ Ө ? 9 Ум и UD 4 Ww «Y 
Figura 13 
Admita, porém, que o aumento de velocidade de V: para V2 ainda tenha sido 
insuficiente, visto que o ponto P a ser atingido ainda é externo à envoltória ps2 
da velocidade de disparo V2, como mostra a figura 13. 


Isso indica que a velocidade de disparo V2 ainda precisa ser gradativamente 
aumentada, tornando a sua envoltória (psz) mais e mais abrangente, até que, 
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para uma dada velocidade de disparo Vs, sua envoltória (pss) estará 
suficientemente ampla e, finalmente, tocará o ponto pretendido P, como 


mostra a Figura 14. 


k E x o eaa ÓN 


Figura 14 


Pronto ! Se o ponto P (alvo) pertence à envoltória psa da velocidade Vs 
(figura 14), esta será a mínima velocidade de disparo para esse lançador que 
permitirá seu projétil atingir o ponto P visado, como mostra a Figura 14. 
Qualquer velocidade de disparo V > Vs permitirá os projéteis do lançador 
alcançar o ponto P desejado, bastando para isso apenas ajustar o ângulo de 
disparo convenientemente, conforme aprenderemos adiante. 


Propriedade 3 - velocidade mínima de disparo para atingir o alvo : 

a velocidade mínima vo com que o lançador deve efetuar o disparo, a fim de 
atingir um dado ponto P do plano (plano cartesiano vertical que contém o 
lançador), é a velocidade vo associada à envoltória (P.S.) que passa 


exatamente sobre o ponto P desejado. 


Exemplo Resolvido 2: Pedrinho quer chutar uma bola de futebol por cima de 
um muro de altura h = 5 m, distante d = 20 m do local onde se encontra a 
bola. Sendo g = 10 m/s?, o prof. Renato Brito pede que você determine a 
menor velocidade Vo com que deve chutar a bola para atingir o seu objetivo. 


Figura 15 
Solução: 

Determinaremos a velocidade mínima Vo com que Pedrinho deverá chutar a 
bola para que ela parta do ponto de coordenadas (0, 0) e passe pelo ponto 
mais alto do muro, de coordenadas (20, 5) no sistema de coordenadas XY 
centrado na posição inicial a partir de onde a bola é chutada. 
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De acordo com a propriedade 3, a velocidade Vo mínima com que a bola deve 
ser chutada para atingir o ponto P, de coordenadas (20, 5), é a velocidade Vo, 
associada à envoltória (ps), que passa exatamente sobre o ponto P 
pretendido. Assim, devemos impor a condição de que uma parábola de 
segurança passe pelo ponto desejado (20, 5) e determinar a velocidade Vo 
associada a essa parábola de seguranga. 


A y(m) 


Parábola de _- Р 
seguranga- Figura 16 


-20 0 +20 


Equação da parábola de segurança (envoltória) : 
М 9 


yis - —— X? , com 9= 10 m/s? ; 
2g 2.42 
Condição a ser satisfeita: x = 20m T y=5m. 
2 y? 
Substituindo, vem: 5 = Ye ед 200 > 5=2- 2001 
20 2м№2 0 м? 


100.02 = VÍ -40.000 => М – 1002 – 40.000=0 


[ 2 
ye -10 + co + 4x40.000 25615 > Vo =16 ms 
Portanto, a menor velocidade Vo com que Pedrinho deverá chutar a bola para 
que ela caia do outro lado do muro vale, aproximadamente, 16 m/s. Ainda 
assim, resta uma pergunta: com que ângulo a Pedrinho deverá efetuar o 
chute com essa velocidade Vo = 16 m/s a fim de atingir o referido ponto p da 
parábola de segurança (topo do muro) ? 


A maravilhosa © relação eq5B da parábola de segurança nos dá a resposta: 


№2 256,15 
tga = —9— = = 
g:xp 10-20 


a = arctg 1,28 = 52,1? 


128 = tga- 1,28 
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Exemplo Resolvido 3: Hugo Sanchez deseja arremessar uma pedra do topo 
de uma colina (ponto A) a fim de atingir o ponto mais baixo B como mostrado 
na figura num local em que g = 10 m/s?. Determine: 

a) a menor velocidade de lançamento fim que a pedra atinja o ponto B. 

b) o ângulo de inclinação a com que a pedra deve ser arremessada. 


Wet 


24 m 
Problema de autoria de Orlando Ramirez — Lima / Peru 


Resolução do Renato Brito: 

a) Posicionando um sistema de coordenadas cartesianas com sua origem 
(0, 0) no ponto A (lançador), o ponto B terá coordenadas (x, y) = (24m, -7m). 
De acordo com a propriedade 3, a fim de atingir o ponto B com a mínima 
velocidade de disparo, esse ponto B (alvo) deve pertencer à parábola de 
segurança associada a esse lançador localizado na origem (0, 0). Impondo a 
condição de que o ponto B pertence à P.S., podemos escrever: 


2 
AUS а —S x? com g = 10 m/s? ; 
2g 2(М„)? 
Condição a ser satisfeita: x=24 > y--7 
-7 = sta 10 (op > М? + 14002 -240?=0 
2-10 2м? $ : 
vê - SEDET лыо -180 = V, = J00- RD 


b) O ângulo «a de lançamento é facilmente determinado pela maravilhosa © 
relação eq5B: 


2 
Yo LL 190 075 = ERE 
9:хь 10х24 


Como de costume, esse a encontrado através da relação eq5B é sempre о 
ángulo de disparo em ге!асао à horizontal. 


tga = 


6.6 OTIMIZANDO O ÂNGULO DE DISPARO - Parte 2 

Seja um plano de inclinação с com a horizontal que passa pela origem (0, 0) 
de um sistema cartesiano XY. O lançador, localizado nessa origem (0, 0), 
dispara projéteis com velocidade Vo constante sob ângulos de disparo 0 
variáveis, como mostra a Figura 17. 
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Pela Propriedade 1 da parábola de segurança (página 229), о alcance 
máximo que esse lançador atinge, ao longo desse plano inclinado, é dado 
pelo comprimento OP na Figura 17, onde P é o ponto de interseção do plano 
indinado com a parábola de seguranga associada àquela velocidade Vo 
daquele lançador. 


À pergunta-chave, no contexto acima, é: nessas condições, sob qual ângulo 
de disparo 0 com a horizontal o lançador deve atirar a fim de alvejar esse 
ponto P pertencente à parábola de segurança ? Fica subentendido que o 
disparo será realizado com a velocidade Vo associada àquela PS. 


Propriedade 4 - Ângulo de Disparo da Parábola de Segurança: a direção 
procurada é a da bissetriz do ângulo formado entre o segmento OP e o eixo 
vertical Y que passa pelo lançador, como mostra a Figura 17. Esse fato 
inusitado será demonstrado adiante na seção 6.8 - página 245. 


O ângulo 0 de disparo pode ser facilmente determinado a seguir: 


90? —u Sua RO 
a + 2p = 90º = p-- с» 


0=а+В = а+ 485 > 0-7 + 45? | (eq8) 


No caso particular em que se deseje obter máximo alcance ao longo de uma 
rampa de inclinação с = 0° com a horizontal (caso ordinário de alcance 
máximo ао longo de uma superfície horizontal), o ángulo Ө ае disparc 
conforme a relação eq8, será dado рог: 


0 = ® + 45° = 0° + 45° = 45^ 
2 


que е um resultado já conhecido do estudo elementar do lançamento de 
projéteis. Nesse caso, o ponto mais distante a ser alvejado pelo lançador vae 
o ponto P* de interseção da parábola de segurança com o eixo horizontal О 
сото mostra a Figura 17. 


Parábolade — — 


segurança- Figura 17 


—Xp 
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Exemplo Resolvido 4: Pedrinho deseja chutar uma bola de futebol! por cima 
de um muro de altura h = 5 m distante d = 20 m do local onde se encontra a 
bola. No exemplo resolvido 2, determinamos a menor velocidade Vo com que 
ele deve chutar a bola para atingir o seu objetivo. Para completar a proeza de 
Pedrinho, determine a direção O na qual ele deverá chutar essa bola para 
atingir a sua meta fazendo uso dessa velocidade mínima Vo = 16 m/s 
determinada anteriormente (g = 10 m/s?). 


= : Figura 18 
Solução: 
Observando as Figuras 16 e 17, vemos que o ângulo « de inclinação do 
segmento OP é dado por: 
=. Ур == ho 5m T 4 ~ о 
tga вт 0,25 > оғ 14 
(Consulte uma tabela trigonométrica ou calculadora cientifica) 
Segundo a relação eq8, na Figura 17, temos: 
[7 o 142 
Ө = + 45" = t 45º => +2527 
2 2 
Assim, conclui-se que Pedrinho deverá chutar a bola aproximadamente numa 
direção que forma um ângulo de 52º com a horizontal. 


Uma solução alternativa é fazer uso direto da maravilhosa © relação eq5B: 
Vó _ 256x15? 


= 128 => 0252" 
9: Xp 10x20 


tg0 = 


É admirável o poder que a parábola de segurança tem de otimizar os 
parámetros do lançador © ! Afinal de contas, pelo que vimos até agora, ela 
permite: 

* Determinar todos os pontos de máximo alcance de um lançador ao longo 
de qualquer direção (Propriedades 1 e 2), conhecendo apenas a velocidade 
de disparo Vo do lançador e a gravidade local g (fazendo uso da equação 
5); 

e Determinar a velocidade Vo mínima de disparo que o lançador deve usar 
para atingir um alvo P qualquer (Propriedade 3), conhecendo apenas as 
coordenadas (Xp , Үр) do ponto pretendido e a gravidade local g (fazendo 
uso da equação 5); 

e Determinar o ángulo a otimizado para o disparo em cada um dos casos 
acima (propriedade 4), sabendo apenas as coordenadas (Xp,Yp) do ponto 
desejado (fazendo uso da equação 8). 
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A parábola de segurança é, portanto, a ferramenta otimizadora da trajetória 
parabólica descrita pelo projétil em seu movimento. 


2 
Уой E vo 
2g  2V2 


ve To = —— E ^ 
2.V2.cos? u ES 


Equação da Trajetória (eq3) Equação da Parábola de Segurança (ед5) 


Muitos leitores confundem a Equação da Trajetória com a Equação da 
Parábola de Segurança. Na figura abaixo, vemos várias trajetórias parabólicas 
(dadas pela relação ед3) de projéteis disparados com a mesma velocidade 
inicial Vo mas sob ângulos de lançamento с variando entre 0º e 180º. 
A envoltória de todas essas trajetórias parabólicas é a chamada Parábola de 
Segurança (dada pela relação ед5.) 


i Y Parábola de Segurança 


Exemplo Resolvido 5: Pedrinho está jogando futebol num terreno plano 
horizontal onde a gravidade vale g = 10 m/s?. 


a)Se o garoto é capaz de chutar a bola com velocidade inicial Vo = 30 m/s, 
qual é o maior alcance horizontal que a bola poderá atingir ? 
b) Pedrinho agora deseja chutar essa bola de modo que ela atinja um alcance 


horizontal A = 40 m. Qual a menor velocidade inicia! Vo que Ihe permite 
atingir seu objetivo ? 


Solução: sabemos do estudo do lançamento oblíquo básico que a equação 
do alcance horizontal é dada por: 
y? 
A= E o 


No ítem (a), dados os valores de Vo e g, queremos maximixar o alcance A. 
Para isso, devemos otimizar a trajetória parabólica escolhendo o valor do 
ângulo de disparo а que maximiza a função sen(2a). Como maior valor que a 
função seno pode atingir vale 1, podemos escrever: 
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sen(2u) = 1 > 2«-90? > а= 45° 


Após termos determinado o valor de a que otimiza a trajetória parabólica para 
atingir máximo alcance, podemos agora calcular o valor do alcance máximo: 


v2 T ros BU? = 
Алах = “2 ватда) ==9-sen(90") = Eg 1 э [Amar = 901] 


No item (b), a velocidade Vo requerida para atingir um determinado alcance À 
pode ser obtida resolvendo a equação do alcance para a variável ч 

VAa g 

ENE T гав М2 8 

9 ѕеп(2а) 


Entretanto, no ítem (b) desejamos otimizar essa trajetória parabólica de modo 
a atingir esse alcance desejado A = 40 m com a menor velocidade inicial Vo 
possivel. Note que agora a fungáo seno aparece no denominador. Para que 
Vo seja mínimo, devemos novamente escolher o máximo valor para o sen(2a), 


portanto: 


sen(2a) 1 > 20 = 90° > а= 45° 


Agora, após termos determinado o valor de q que otimiza a trajetória 
parabólica a fim de atingir o alcance desejado usando mínima velocidade de 
disparo, podemos calcular a velocidade inicial Vo procurada: 


pgs VAS MOO 400 J400 = 20 mis 


= Ve 
sen(24) sen(90?) 1 S. 


2 
(Vo min) zi 
Nesse exemplo resolvido, vimos que o ângulo ои = 45? otimizador dessa 
trajetória parabólica foi útil para os dois objetivos: 
e Atingir o alcance máximo para uma dada velocidade de lançamento; 
e Atingir um dado alcance A fazendo uso de mínima velocidade Vo de 
lançamento. 
O fato de o mesmo ângulo « otimizar a trajetória parabólica, tanto para o 
alcance máximo quanto para a mínima velocidade de lançamento, é geral e 
se aplica a todo e qualquer lançamento oblíquo num campo gravitacional 
uniforme. Vamos denomina-lo Princípio Otimizador e vamos enunciá-lo da 
seguinte forma: 


PRINCÍPIO OTIMIZADOR 


Sempre que determinarmos o ângulo de disparo « que otimiza a trajetória 
num lançamento obliquo, esse mesmo ángulo permite: 


e Atingir o alcance máximo naquele lançamento; 
e Atingir determinado alvo usando a minima velocidade V, de lançamento. 


Esse ângulo « otimizador geralmente é determinado tanto pela relação eq58 
(página 231) como também pela propriedade 4 (página 237). 
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Sempre que o langador e o alvo final se encontrarem sobre um mesmo plano 
horizontal (caso mais comum), o ángulo que otimiza essa trajetória parabólica 
será o famoso q = 45°. 


67 GENERALIZANDO AS EQUAÇÕES DO MOVIMENTO PARABÓLICO 
POR CONSIDERAÇÕES DE SIMETRIA (Por Pierre Lucie) 

O movimento geral de um projétil, num campo gravitacional uniforme, é regido 
pelas seguintes equações: 


à =g = constante (eq9) 
VV Pg (eq10) 


pev Sd (eq11) 


Uma interessante interpretação da equação eq11 é mostrada no diagrama de 
vetores da Figura 20, na qual o movimento parabólico é interpretado como a 
composição de dois movimentos independentes: 

| um MRU na direção de ‘w; 

Il. uma queda livre, a partir do repouso, na direção da gravidade $. 

Assim, em cada instante t, a superposição (soma vetorial) desses doi: 
movimentos independentes fornece o vetor posição г do móvel. 


M 

3 Va 

Vo, 29t 
/ g.t 
$ > 

| PN Vo 

S 

Figura 19 Figura 20 


Considerações de simetria são sempre úteis e, portanto, bem-vindas, visto 
que sempre trazem consideráveis simplificações na análise e resolução de 
problemas nas ciências exatas. 

A partir de agora, usaremos a simetria da inversão da seta do tempo nesse 
movimento parabólico. 


Invertamos, ao mesmo tempo, t e v, nas equações ед9, eq10 e ед11, 


substituindo t por -t e v, por -v,. 
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а= 09 = сопѕіапіе (eq9) => a= g -constante = а*=а 


МЕ V + 84 (eq10) > V'--V, + &(-02 (V, 90) > Vrs-V 
TUN 9 2 A A 9 (2 dedos 
Г = VU zu (е911) > г*= (-М№,).(-0) + 5 VS > Шс 


A equação eq9 não altera sua forma. Dizemos que ela permanece invariante: 
o valor da aceleração da gravidade não depende, evidentemente, do sentido 
no qual o relógio (uma aceleração é um quociente de um comprimento pelo 
quadrado de um tempo). 

A equação eq11 também permanece invariante, o que significa que a 
trajetória do projétil permanece a mesma. Tentemos entender isto. Dado o 
movimento de um projétil, a origem dos tempos pode ser escolhida 
arbitrariamente. Na Figura 21, a origem dos tempos (t = 0) foi tomada no 
instante em que o projétil passava por O. Nesse instante, a velocidade do 
projétil era v,. Era a velocidade inicial. Dois segundos antes, no instante 


= —2 s, o projétil estava em А com velocidade Vv, . 
o Ж 
ME e EU t=0 M 
prs: E t=+1 {=-1 
{= +1 А 
А 
{= – {= +2 
Р, Va f Filme invertido 
Expenéncia real 


Figura 21 Figura 22 


Agora analisemos o movimento após invertermos t e V,- Na prática, isso 


poderia ser simulado da seguinte maneira: filma-se a experiéncia real (Figura 
21) e, agora, passa-se o filme ao contrário. O que veremos ? Ora, veremos 
um projétil percorrer a mesma trajetória, mas em sentido contrário (Figura 22): 


e em t = 0, ele passa pelo ponto О com uma velocidade Vo igual, porém 


oposta à velocidade da experiéncia real. 


* em t = 2, ele passa por A também com uma velocidade oposta à da 
experiéncia real. 


A inversão do sentido do movimento sobre a mesma trajetória é ratificada, 
formalmente, pelo fato de que obtivemos V* = —V ao substituirmos t рог -t 
e V, por = na relação eq10. Assim, V se transforma em -V ao se 
inverter a seta do tempo. 
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Essa inversáo do sentido do movimento sobre a mesma trajetória tem como 
conseqüéncia que, ao se assistir ao filme invertido da experiéncia do projétil 
(Figura 22), não há nenhum meio de provarmos se o filme está sendo 
passado no sentido real ou no sentido contrário. 


Estamos nos deparando com uma das simetrias mais fundamentais da Física: 
a simetria das interações em relação a uma inversão do tempo. 


As interações conservativas são simétricas em relação a uma inversão do 
sentido do tempo. 


Durante o movimento do projétil, a interação gravitacional entre o projétil e a 
Terra é conservativa, visto que a única força agindo sobre o projétil é a 
gravitacional, que é uma força conservativa. 


Essa simetria, estudada acima, permite facilmente generalizar as equações 
para o movimento parabólico : 


Figura 23 


О 
Atiremos um projétil com velocidade V, fazendo um ángulo a acima de uma 
direção qualquer OD (não necessariamente horizontal) como mostra a Figura 
23. Seja B o ángulo entre V, e a vertical NO. 
Após t segundos, o projétil atinge o ponto P, da reta OD, com velocidade Va : 
А partir das Figuras 20 e 23, podemos escrever: 


2 
OM=Vot (eq12) MP= 2 (eq13) 


Passemos, agora, o filme de trás para frente (Figura 24): 
O projétil sai de Р com velocidade Eva e, t segundos depois, passa por O 


com velocidade o . Podemos escrever: 


РМ = Net (eq14) NO = ge (eq15) 
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B 
SS 
1=,2 BS 
2 gt a -Vp 
Z ale = PCR Р 
E pen 
Io CT . 
JO Figura 24 


Dessa forma, vemos que MP e NO sáo dois segmentos verticais congruentes, 
portanto o quadrilátero OPMN é um paralelogramo. A Lei dos senos, no 
triángulo OMP da Figura 23, permite escrever : 

OP MP OM 


senB sena  sen[180? (a «f)] 


Sendo OP o alcance d na direção OD (Figura 23) e considerando as relações 
eq12 e eq13, temos: 


1 2 
ОР MP. OM = d 29 UNE 
senp sena sen[180-(« +) ] senp sena sen(a+p) 


(eq16) 
Da relação eq16, podemos obter o tempo de vôo t do projétil : 


2.V,. sen a 


+ д. sen(a + B) (8920) 


Substituindo eq17 em eq16, determinamos o alcance d ао longo da direção OD: 


@ - Y xz үш Vo SSD DB. _ VoSenb | 2N,.sen JJ 
senB ѕеқа +В) ` sen(a +ß) ` sen(a + В) | g.sen(a +) 


2 
_ 2No - senf sena 


g.sen?(a + В) (её) 


а 


Equagao geral do alcance do projétil 
Particularizando-se, a título de verificação, a expressão eq18 para o caso 
ordinário em que o disparo ocorre ao longo de um plano OD horizontal (isto é, 
admitindo-se о. + B = 90? na Figura 23), temos: 
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а + В = 90° => senf=cosa = 
к 2X ѕепр sena a 2. N2.cosa.sen a а №2 sen(2a) 
g.sen? (a +В) g.sen?90º g 


que é a equação do alcance conhecida do estudo elementar do movimento de 
projéteis. 


68 PROPRIEDADES ADICIONAIS DA TRAJETÓRIA OTIMIZADA 
Para determinar o valor máximo do alcance d dado pela relação eq18, 
variando-se o ângulo de disparo a, devemos notar que: 


* Fixando-se uma direção genérica OD, na Figura 23, bem como a respectiva 
vertical ON, o ângulo a + f, formado entre elas, está univocamente 
determinado. Assim, embora o lançador possa efetuar o disparo em 
qualquer direção limitada por OD e ON (Figura 23), variando cada um dos 


ângulos се fj, a soma u + f), ainda assim, permanece constante, o mesmo 
ocorrendo ao denominador da ге!асао eq18; 


Para maximizar o alcance d, dado pela ге!асао eq18, devemos maximizar o 
produto sena. sen, com a condição de que a + p = constante; 


É possível demonstrar que, sendo u + B = constante, o produto sena-senf 
será máximo рага с = f). Veja a demonstração abaixo: 


A famosa identidade trigonométrica 2.sena.senf = cos(a-p) – cos(a + f) 
nos diz que: 


Se (а + B) = constante = cos(a + В) = constante 


Assim, vem: 2.sena.senf) = cos(a-B) + constante; 


Portanto, para maximizar o produto sena.senf, devemos maximizar o termo 


cos(a-B). O maior valor que o cos(a-B) atinge é 1, para a — В = 0º, ou seja, 
para a = p. 


Portanto, na relação eq18, o alcance d, obtido pelo projétil ao longo da rampa 
OD (Figura 23), será máximo para a = р, isto é, quando o projétil for disparado 
exatamente na bissetriz do ângulo formado entre a direção OD e a vertical 
NO que passa pelo lançador (Figura 23). 


Esse resultado obtido demonstra a Propriedade 4 (Ângulo de Disparo da 
parábola de segurança), descrita anteriormente na Figura 17 — página 237. 


Substituindo a condição a = 3 na Figura 23, chegamos à Figura 25 e 26 que 
revelam mais cinco propriedades (P5 a P9) que são válidas e muito úteis 
sempre que tivermos a trajetória parabólica otimizada para alcance máximo 
ou para minima velocidade de lançamento. Veja a seguir: 
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aM | N. 
das d 
= а E 
NI 
x ^ dz lg | d 
A @ e 
d EM. | Vo 
| 20 M y 
E 5 ——— s. | | ~ 
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qoe d Ve | 
+ 
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Figura 26 — Projétil segue trajetória otimizada 


Figura 25 — Projétil segue trajetória otimizada 
OP ladeira abaixo 


OP ladeira acima. | 


Propriedades Adicionais da Trajetória Otimizada 


O vetor velocidade de lançamento У, está na bissetriz do ángulo 


e P5: INOP, onde NO é a vertical que passa pelo lançador e OP é a reta que 
liga o lançador O ao alvo final P. 


e P6: [Os triângulos OPM e ONM são isósceles: 


e ру: O paralelogramo ОММР é um losango, uma vez que possui os quatro 
7: lados congruentes; 


О alcance máximo OP=d е congruente ao comprimento vertical 
MP = gt?/2. Em outras palavras, vale a relação d = 942/2; 


| Os vetores V, (velocidade de lançamento) e Vp (velocidade final) são 
` [perpendiculares entre si. 


Propriedade 9 — Perpendicularismo entre as velocidades inicial e final 


Nas Figuras 25 e 26, na condição de alcance máximo ou velocidade mínima 
e a velocidade final VS do projétil sáo 


de lançamento, a velocidade inicial V, 
necessariamente perpendiculares entre si. 


Essa propriedade facilita bastante a resolução de problemas de lançamento 
obliquo envolvendo máximos e mínimos. Para uma interessante aplicação, 
veja a resolução da questão 140 na página 389. 


|] 
|] 
| 
| 
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Exemplo Resolvido 6: Deseja-se arremessar uma pedra do topo de uma 

colina mostrada a figura com velocidade inicial Vo = 6/5m/s a fim de que ela 

Caia o mais longe possível do ponto de lançamento. Se a gravidade local vale 

9= 10 m/s?, determine: 

a) o ángulo de inclinação a com que a pedra deve ser arremessada. 

b)a distância entre o lançador e o ponto da colina mais distante que pode ser 
atingido. 


Solução: 
А е 27 abaixo mostra os dados do nosso problema. А figura 28 é uma 
сбрїа da Figura 26 (página 246) e foi colocada ao lado para ativar a memória 
do leitor que deverá se lembrar das propriedades P5 a P9 listadas naquela 
página. Tenha em mente que, ao fazer uso dessas propriedades, já estamos 
automaticamente otimizando a trajetória parabólica para alcance máximo ou 
para minima velocidade de langamento. 


M 


NIS 
P V, 


Figura 27 P Figura 28 


À partir de agora, leia a resolução abaixo com um dos olhos nas Figuras 27 e 

28 acima O e o outro olho na explicação. Note que: 

* O lançador encontra-se em O e vai atingir o alvo final em P. O alcance 
máximo desejado na questão já é o comprimento OP; 

* Ovetor OM é o vetor V,:t e tem módulo 6/5.t em nosso problema; 
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e О triángulo AOPM é isósceles (P6), com OP = РМ= g.t/2 = 10.2/2 = 5; 
e A questão pede o ângulo « de lançamento do projétil em relação a 
horizontal. Portanto, chamamos de и o ángulo que Ом forma com a 


horizontal. Lembre-se que estamos procurando o valor de a que otimiza 
essa trajetória parabólica para alcance máximo; 


• O complemento de « no triângulo retângulo AOEM será o ângulo 90º-a no 
vértice M. Como AOPM é isósceles, os ângulos OMP = МОР = 90° -u 
são congruentes, portanto EOP = 90° -2u е ОРМ - 20; 

e А bissetriz PR também é mediana e altura do triângulo isósceles, portanto 
R é ponto médio de OM е RM=(1/2).6/5t -3V/5t; 

e Note que o triângulo AOSP é pitagórico 7, 24 e 25. Como ainda não 
sabemos o alcance OP, sabemos apenas que os lados do triângulo AOSP 
na figura real seguem a proporção 7k, 24k e 25k, onde k é um número 


inteiro. 
ў 7 
• Do triángulo AOSP, vem: cos2a = 9> а Us соѕ20 = — 
ОР 25К É 25 
• Da identidade trigonométrica cos2a = 1 — 2.sen?a, vem: 
cos2u = 1 - 2.sen?g 
A -1- 2sen?a > 2sen?a -1- Ш 18 
25 25 25 
2. 9 3 RR AS: а 
senfa = — => |sen —, cosa = –, tgu = ~, >37 
25 RCRUM E с 


• Do APRM vem: sena - BM _ 345 t 3 MENE t 


ME se MET з iN 


e Finalmente o alcance máximo desejado vale: 


559: 0o 


OP = (ОР -= 25m] 
2 2 o 
Profinho, foi só Claudete, experimente resolvê-la 
eu quem achou novamente usando a equação da 
essa resolução parábola de segurança, como 


meio dificil ? fizemos no Exemplo Resolvido 3. 


Tente agora mesmo ! 
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Exemplo Resolvido 7: Uma pedra é arremessada do topo de uma colina com 
velocidade inicial MA 6/10 m/s e, após Jo segundos, atinge o ponto da 
colina mais longe possível do ponto de lançamento. Se a gravidade local vale 
9 = 10 nvs?, determine: 

a)o valor desse alcance máximo atingido ao longo da colina; 

b)o ángulo de inclinação u com que a pedra foi arremessada; 

с) A inclinação dessa colina em relação a horizontal. 


Solução: 

A figura 29 abaixo mostra os dados do nosso problema. A figura 30 é uma 
cópia da Figura 26 (página 246) e foi colocada ao lado para ativar a memória 
do leitor que deverá se lembrar das propriedades P5 a P9 listadas naquela 
página, Tenha em mente que, ao fazer uso dessas propriedades, já estamos 
automaticamente otimizando a trajetória parabólica para alcance máximo ou 


para minima velocidade de lançamento. 


M 


Vo 
R o 
ey Ma 


уй у 


Figura 29 P Figura 30 


À partir de agora, leia a resolução abaixo com um dos olhos nas Figuras 29 e 

30 acima © e o outro olho na explicação. Note que: 

* O lançador encontra-se em O e vai atingir o alvo final em P. O alcance 
máximo desejado na questão já é o comprimento ОР; 

* O triángulo AOPM é isósceles (P6), com OP=PM= g.t?/2. Assim, o 


250 Fundamentos de Mecánica 


alcance máximo atingido pelo projétil ao longo da colina valerá: 


8-12 10-400. 
2 2 


OP-50m 


9 
70 


+ О vetor OM é o vetor У, .{ e tem módulo dado рог: 


ОМ = V.t = 64/10. 4/10 = 60m/s 


• O complemento de a no triângulo retângulo AOEM será o ángulo 90º-a no 
vértice M. Como AOPM é isósceles, os ângulos OMP = МОР = 90° - a 
são congruentes, portanto ЕОР = 90° -2a e OPM=2a; 


* A bissetriz PR também é mediana e altura do triângulo isósceles, portanto 
R é ponto médio de OM e RM = (1/2). OM = (1/2)-60 = 30m; 


M 


50m 


Figura 31 р 


• Dessa forma, identificamos na Figura 31 acima um triángulo pitagórico 
APRM 30, 40 e 50 congruente ao triángulo APRO. 
• No APRM temos que sena = 30 / 50 = 0,6 т > а = 37°. Portanto o 


projétil foi lançado numa direção OM que forma um ângulo a = 37º com a 
horizontal. 
• A inclinação da rampa OP com a horizontal é dada por: 


В = 90-20 = 90° – 237º) = 16º 


O leitor atento também perceberá que AOSP é outro triángulo pitagórico de 
lados 14, 48 e 50 cujos ângulos internos valem 16º, 74º e 90º. 
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Exemplo Resolvido 8: Um lançador dispara projéteis a partir da base O de 
uma rampa inclinada que forma um ángulo В com a horizontal como na figura. 


Os projéteis são disparados com velocidade u que formam um ángulo a com 
a horizontal. A gravidadade local vale g. 


a) Determine o tempo de vôo desse projétil; 

b) Determine o alcance OP do projétil ao longo da rampa; 

c) Dado o valor de В, para qual valor de a esse alcance OP será máximo ? 
d) Determine o alcance máximo atingido ao longo da rampa. 


g 


“ИТЕ 


Solução: Esse problema ја foi resolvido anteriormente (questão 119) usando 
outras ferramentas e muita álgebra ao molho de trigonometria O. Agora que 
você está bem mais experiente e já conhece as técnicas de otimização do 
lançamento obliquo, vamos resolvê-lo de maneira bem mais elegante e 
concisa. 


Figura 32 


T 
P 
о X = 
90-8 
б 5] 
O S 


A figura 32 mostra os dados do nosso problema. Note que: 


* O langador encontra-se em O e vai atingir o alvo final em P. O alcance 
desejado é o comprimento x = OP; 


* Se OM forma um ângulo а com a horizontal, então OM forma um ângulo 
90º - a com a vertical. A lei dos senos no triângulo AOPM nos permite 
escrever: 

x e Not ^ 


sen(90” -a) sen(90º +В) sen(«-p) 
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E AAA 9-12 


cosa cos  2.sen(u-p) 


(ед1) 


Da expressão ед1 acima, facilmente determinamos o tempo de vôo t 


[ _ 2V, sen(a - f) 


g cosp (e9) 


Substituindo eq2 em eq1, facilmente determinamos o alcance x: 


а Vo cosa | Vo созо ( 2V, sen(a - В) p E х 2%2 sen(a - Bjcosa 
cosp cos g cos | g cos? f 


(eq3) 


As relações ед2 e eq3 acima são as respostas dos itens a e b. 

Note que até agora nào nos preocupamos em otimizar a trajetória parabólica. 
As relações eq2 e eq3 calculam o tempo de vôo e o alcance do projétil ainda 
na situação geral para ângulos u e p quaisquer. 

A partir de agora, passaremos a usar as propriedades P5 a P9 da página 246 
para otimizar a trajetória parabólica para alcance máximo. 


M 
d CA 
65^. 
N ^ 0 
e bu 
/ =-gt 
= : g^ 
d РЫ ы 
К Sm (129 
Vo p pr dim О 
0 AS руж 
C0 —q Ve 
оќ 
Figura 33 Figura 34 


A Figura 33 acima mostra os dados do nosso problema já na configuração 
otimizada. A Figura 34 é uma cópia da Figura 25 (página 246) e foi colocada 
ao lado para ativar a memória do leitor que deverá se lembrar das 
propriedades P5 a P9 listadas naquela página. 


Pela propriedade P6, o triângulo AOPM (Figura 33) é isósceles (P6), com 
OP =PM= g.t/2. Portanto os ángulos МОР = OMP são congruentes, о que 
nos permite escrever: 


90º -a = a-f | (ед4) 
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2u = p 90* (eq5) = 


A relação eq6 fornece o valor do ángulo a que leva o projétil a atingir máximo 
alcance ao longo da rampa. E portanto a resposta do item c. 

Precisamos ainda achar o valor máximo do alcance x dado por eq3. Para isso, 
basta substituir a relação eq4 (condição otimizadora) em eq3: 


2? sen(u-p)coso _ 2v? sen(90? - a)cosa _ Và 2cosacosa 
g cos? p g cos? В 9 cos? p 


max ^ 


Da identidade trigonométrica cos2« = 2.cos?a - 1, e lembrando da relação 
ед5, vem: 


V2 2cos? a vē (1+cos2a) (09%) М5 1+ cos(B + 90) 
тах = Ea 2 — + 2 
9 cos fp 9 cos” В g cos* p 
№2 1 – senp №2 1 
Xmax e 


9 (1-sen?p) [9 (1 + ѕепр) 


Tenha em mente que, sempre que fizermos uso das propriedades P5 a P9, ја 
estaremos automaticamente otimizando a trajetória parabólica tanto para 
alcance máximo quanto para minima velocidade de lançamento Vo. 


Que solução 


legal, Profinho !! EM moe 
Super elegante e Claudete, as soluções vetoriais que 


Concisaimesmoi usam mais geometria plana e 
Adorei !!! menos álgebra são sempre mais 
concisas e elegantes ! 


Recomendamos agora ao leitor que volte à página 34 e resolva novamente 
a questão 120 usando essa técnica apresentada nesse Exemplo Resolvido. 
É uma ótima oportunidade de treinar e fixar o conteúdo recém aprendido. 
Faça isso agora mesmo! © 


7 VÍNCULOS GEOMÉTRICOS 


Tópico Especial 2 


7.1 INTRODUÇÃO AOS VÍNCULOS GEOMÉTRICOS 

Quando dois corpos A e B movem-se livremente, seus movimentos ocorrem 
de forma independente e estão meramente sujeitos às leis da Mecânica. 
Quando esses corpos se movem vinculados entre si, contudo, seus 
movimentos deixam de ser independentes e a geometria envolvida impõe 
restrições que devem ser satisfeitas em função do tipo de conexão entre os 
corpos (fios, polias móveis, polias fixas etc). Essas restrições recebem o 
nome de vínculos geométricos. 


As relações cinemáticas que decorrem exclusivamente desses vínculos 
geométricos, aliadas às leis da Mecânica, constituirão as ferramentas 
disponíveis para o estudo analítico dos problemas da Dinâmica. 


O uso exclusivo das leis de Newton do movimento, ignorando as relações 
cinemáticas oriundas dos vínculos geométricos, torna o número de incógnitas 
maior do que o número de equações disponíveis para a análise do problema, 
inviabilizando a sua solução. 


Nesse tópico especial, o prof. Renato Brito abordará os vínculos geométricos 
mais comuns em problemas de Mecânica. 
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7.2 CASO 1: FIOS INEXTENSÍVEIS, POLIAS FIXAS 

A Figura 1 mostra duas caixas A e B que se movem numa mesma direção 
(movimento unidimensional), conectadas entre si por meio de um fio ideal 
inextensível. O vínculo geométrico (imposto pelo fato de o fio nào esticar) 
garante que as caixas A e B sempre sofreráo deslocamentos idénticos 
(dxa = dxs), tanto pelo fato de as caixas se moverem na mesma direção do fio 
quanto pelo fato de uma caixa puxar a outra, o que mantém o fio 
permanentemente tracionado (esticado) durante o movimento. 


108) 


A2 


Figura 1 — as caixas movem-se na mesma direção do fio, 
enquanto uma puxa a outra. Como o fio nào estica, suas 
extremidades sempre sofrem deslocamentos identicos. 


Na Figura 1, o vínculo geométrico garante que o movimento de uma 
caixas será a cópia fiel do movimento da outra. Elas sofreráo deslocamentos 
necessariamente iguais, em qualquer intervalo de tempo, e se moveráo com 
velocidades e acelerações idênticas (vA = ve, aa = as) em qualquer instante. 


WE 


La | | 
гарави 


, 


| 
В! 
Ey 


Figura 2— as caixas movem-se na mesma diregao do fio, 
enquanto uma caixa puxa a outra. Como a polia é fixa e o fio 
nào estica, suas extremidades sempre sofrerão deslocamentos 
iguais e opostos. 


O mesmo vinculo geométrico da Figura 1 também garante que as caixas da 
Figura 2, conectadas entre si por meio de um fio inextensivel que passa por 
uma polia fixa, sempre sofrerão deslocamentos idênticos (apesar de opostos) 
em qualquer intervalo de tempo dt infinitesimal, de forma que as caixas 
apresentarão velocidades e acelerações de mesmo módulo em cada instante 
(va = Va, aa = ав). 
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Análise Matemática do vínculo geométrico da Figura 2 


A Figura 2 mostra dois instantes sucessivos (t e t + dt) do movimento do 
sistema. O vínculo geométrico em questào é o fato de que o comprimento 
total do fio que conecta 'as caixas A e B, passando através da polia fixa, 
permanece inalterado no decorrer do tempo, o que permite escrever: 


No instante t: La + La = К (constante) (ед1) 
No instante t+ dt: La” + в’ = К (constante) (ед2) 


Subtraindo as equações, membro a membro, obteremos a relação entre os 
deslocamentos dLa e ів de cada caixa no intervalo de tempo infinitesimal dt: 


La’ -La + Le''—Lg =К-К = ад + dla =0 (eq3) 
A expressáo eq3 afirma que as caixas A e B sempre sofrem deslocamentos 
escalares dL iguais em módulo, porém de sinais contrários. 
O sinal algébrico do deslocamento dLa será positivo, caso a caixa А se 
desloque a favor do eixo La (Figura 2) e, negativo, caso ela se mova no 
sentido contrário desse eixo. O mesmo é válido para o sinal do deslocamento 
dla sofrido pela caixa B, ao longo do respectivo eixo Ls (Figura 2). 
Considerando que, na Figura 2, a caixa A subiu enquanto B desceu, teremos 
dLa < O e dLa > 0, o que justifica a soma dLa + dLe ser nula conforme a 
"elação eq3. 

dLa + dla =0 dLa „dlg 
| dt 
А expressão eq4 afirma que as caixas А e В têm velocidades iguais em 
módulo, em qualquer instante, embora tenhamos va < O (caixa A move-se 
contra o eixo La) e vs > 0 (caixa B move-se a favor do eixo La). 

va tvs =0 > va=-vs > lval=Ivel (eq5) я 
Para determinarmos а relação cinemática entre as acelerações instantâneas 
de A e B, podemos partir da relação eq4 novamente: 

No instante t: VA + ув = О (eq6) 

No instante t+ dt: va’ + ув’ = 0 (eq7). 
Subtraindo as equações, membro a membro, obteremos a relação entre as 
variações de velocidade de cada caixa no intervalo de tempo infinitesimal dt: 

МА? — МА + Ув’ —– ув =0 
dva е dva 
dt dt 
A expressão eq8 afirma que as caixas A e B têm acelerações iguais em 
módulo, em qualquer instante, porém sentidos contrários. 


= 0 > уд+ув=0 (ед4) 


dva + дув =0 = = 0 =» ал + ав = 0 (ед8) 


ал + ав = 0 > ал= -ав => |ад|= |ав! (eq9) 


Assim, o vínculo geométrico, decorrente do fato de que o comprimento 
“La + Le" do fio permanece constante no tempo, nos levou às seguintes 
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relacóes cinemáticas para o sistema da Figura 2: 
dla + dls =0 = |dial=|dLel (eq10) 
VA + ув = 0 > lval=Ivel (eq11) 
aa + ав = 0 = |ад|=|ав| (eqi2) 


73 CASO 2: FIOS INEXTENSÍVEIS, UMA POLIA MÓVEL 


Na Figura 3, vemos 2 caixas A e С conectadas entre si por meio de um longo 
fio inextensível, que passa por uma polia móvel suspensa. Uma terceira caixa 
B está suspensa por um fio ao eixo dessa polia. 


á La Le > 4 les; Lc » 
A С А С 
Ls 
La’ 
M 
Y 
B 
Figura 3a К Figura 3b 
в 


Nesse sistema, o vínculo geométrico é o fato de que o comprimento do fio 
longo que interliga as caixas A e C (Figura 3a) permanece invariável entre 
quaisquer dois instantes t e t + dt. Assim, o prof. Renato Brito pode escrever: 
O comprimento do fio no instante t (Figura 3a) vale: 
la*la* Lg + Lc = La+2.L8 + Lc = К =constante (eq13) 
O comprimento do fio no instante t * dt (Figura 3b) vale : 
Ly + 2Le' + Lẹ = К =constante (eq14) 
Subtraindo as equações, membro a membro, obteremos a relação entre os 
deslocamentos escalares de cada caixa no intervalo de tempo infinitesimal dt: 
(LA' — La) + 2.(Le'- Lg) + (Lc'- Lo) = К-К 


di, + д 


dla + 2.dle + dle=0 => dlg = | 2 


) (eq15) 


Para esclarecer os sinais algébricos na equação eq15, observe na Figura 3a 
que: 


* um deslocamento dLa é positivo quando a caixa А move-se a favor do eixo 
La (quando ela mover-se para a esquerda na Figura 3a) e será negativo 
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quando ela mover-se no sentido contrário do eixo La. A mesma regra de 
sinal também se aplica à velocidade e aceleração da caixa A; 


• um deslocamento дс, por sua vez, será positivo quando ocorrer a favor do 
eixo Lc mostrado na Figura За (quando a caixa С mover-se para a direita), е 
negativo quando ocorrer no sentido oposto. A mesma regra de sinal 
também se aplica à velocidade e aceleração da caixa С; 


finalmente, um deslocamento dLe será positivo quando ocorrer a favor do 
eixo Le mostrado na Figura 3a (quando a caixa B mover-se para baixo) e, 
negativo quando ocorrer no sentido contrário ao desse eixo. A mesma regra 
de sinal também se aplica à velocidade e aceleração dessa caixa. 


Assim, atentando para os deslocamentos representados nas Figuras 3a e 3b, 
quando o sistema é abandonado a partir do repouso, verifica-se que 
dla < 0, ав > O e dic < 0, o que justifica o fato de a soma escalar 
dLa + 2.dLs + dLc ser nula conforme a relação eq15. 


Caso o leitor prefira escrever a relação eq15 em função dos módulos dos 
deslocamentos, teremos : 


IdLa] = - dLa (eq16) visto que dLa < O 
19| = dLe (eq17) visto que dLe > 0 
ldLc| = – dic (eq18) visto que діс « 0 


Substituindo-se eq16, eq17 e eq18 em eq15, vem: 


dL, = [La + dlo [dLa] + IdLe | 
LU E I2 PM 


Assim, admita que o sistema da Figura 4 seja abandonado a partir do repouso e 
que as caixas A e C se desloquem simultaneamente |dLa| = 4 cm e |dLc| = 2 cm. 
Com isso, que distáncia descerá a caixa B ? 


Ora, se A e C se movem, respectivamente, 4 cm e 2 cm em sentidos opostos, 
o fio longo que conecta essas caixas vai adquirir uma folga de 4 + 2 = 6 cm. 


[Чы] = (eq 19) 


A polia móvel, contudo, assim como a 
caixa B, só se desloca para baixo a 
metade desse valor. Isso pelo fato de 
que é necessária uma folga de 3 cm de 
fio, tanto do lado esquerdo quanto do 
lado direito da polia móvel suspensa, a 
fim de que seu eixo possa descer 
apenas 3 cm (veja Figura 4). Essa 
idéia está implícita na relação eq19 ©. 
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Para determinar a relagáo cinemática entre as velocidades instantáneas de A, 
Ве С, podemos partir da relagáo eq15 novamente: 


dLa + 2.dlLb + dle =0 > dla + 2.%в с 
dt dt at 
VA + 2.48 + ус=0 (eq 20) 

А expressão acima relaciona as velocidades escalares instantâneas das 
caixas A, Be C em qualquer instante do movimento. A convenção de sinais 
algébricos para essas velocidades escalares segue a orientação positiva dada 
Ж ады La, Le e Lc da Figura За, segundo a qual teremos: va < 0, ve > 0 е 
Vc < 0. 
Para encontrar a relação cinemática entre as acelerações instantâneas dos 
corpos do sistema, podemos partir da relação ед20 novamente: 


=0 > 


No instante t: VA + 2vB + vc=0 (eq 21) 


No instante t+ dt: va! + 2.ув' + ус'=0 (eq 22) 


Subtraindo as equações, membro a membro, obteremos a relação entre as 
variações de velocidade de cada caixa no intervalo de tempo dt: 


МА – МА + 2(ve'—ve) + vc'-vc = 0 

dva o Va + dve _ 
dt dt dt 
aa + 2.ав+ ас = 0 (eq 23) 


dva + 2дув+ dvc = 0 > 0 


А expressão acima relaciona as acelerações escalares instantáneas das 
caixas A, B e C em qualquer instante do movimento. A сопуепсао de sinais 
algébricos para essas acelerações escalares segue a orientação positiva 
dada pelos eixos La , Lg e Lc da Figura За 

Assim, o vínculo geométrico decorrente do fato de o comprimento 
"LA + 2.Le + Lc" do fio permanecer constante no tempo, juntamente com as 
propriedades da polia móvel suspensa, nos leva às seguintes relações 
cinemáticas para o sistema da Figura 3: 


dL dL. 
dia + 2.dla + dlc=0 > 10| = letal + ol (eq 24) 
Va + 2v8 + ус=0 > |vgl = val + Mol (eq 25) 
aa + 2.ав+ас= 0 > lagl = lasl + 1801 (eq 26) 


Nesse ponto, é importante o leitor observar a semelhança entre as relações 
eq24, eq25 e eq 26 acima. 
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Regra Prática de Derivação: em geral, quando a relação entre os 
deslocamentos infinitesimais é linear e envolve apenas coeficientes reais 
constantes (dla + 2.Чїв + іс = 0), a correspondente relação entre as 
velocidades instantâneas pode ser obtida facilmente substituindo-se dL por v 
(va + 2.8 + vc = 0) e a relação entre as acelerações instantâneas, 
substituindo-se v por a (aa + 2.ав + ac = 0). 


dla +2.dlg + dic 20 
[trocando dL porv 

VA +2.ув + Vc 20. 

trocando v por a ] 

8A +2.ав + ac =0* 


Podemos facilmente generalizar o raciocínio usado na explicação da Figura 4 
para os casos das Figuras 5 e 6 abaixo da seguinte forma: 


=ч — үр 


хь | - dc. 
Figura 5 M p я [3h 
E | Figura 6 [xs 
se Y 
Sempre que as caixas A e C sofrerem deslocamentos xa е хс que levem o 
cordão a adquirir uma folga "xa + xc” (como ocorre nas Figuras 5 e 6), a polia 
suspensa envolta por esse cordão, assim como a caixa B presa a ela, se 


deslocará apenas a metade dessa folga, conforme explicado em detalhes na 
Figura 4. Matematicamente, vem: 


fol x х 
хв = E > хв = > (eq 27) 


Usando a regra prática de derivagáo, podemos substituir x por v na relagáo 
eq21 acima: 


Va + V 
Va = m o (eq28) 


Da mesma forma, substituindo v por a na relação eq 22, 
temos: 


a + a i { 
ав = RAT е, (eq29) Жый ып 


Еїдига 7 | 
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As relações eq27, eq28 e eq29, que se aplicam aos sistemas das Figuras 5, 6 
e 7, foram determinadas de modo mais prático e menos formal do que as 
suas equivalentes eq15, eq20 e eq23. 


Adicionalmente, são mais fáceis de serem utilizadas do que suas 
equivalentes, pois tratam automaticamente dos módulos das grandezas 
cinemáticas, sem requerer uso de sinais algébricos e eixos orientados. 


7.4 CASO 3: FIOS INEXTENSÍVEIS, DUAS POLIAS MÓVEIS 

Seguindo o mesmo princípio utilizado nas Figuras 5 e 6, o prof. Renato Brito 
pode facilmente encontrar as relações cinemáticas que decorrem dos vínculos 
geométricos presentes no sistema da Figura 8 a seguir. 


Quando a caixa A sobe uma distância xa T (Figura 8), uma folga de igual 
comprimento é gerada no fio que envolve a polia B, fazendo com que esta 
desça uma distância xa ) igual à metade da folga, isto é: 


x 
хв = ER (eg 30) 


А descida da polia В, por sua vez, provoca uma folga igual a xe no fio que 
envolve a polia C, levando esta última a descer uma distância xc igual à 
metade dessa folga, portanto: 


Xp 93945 1x, 

== = IDA > хс= — (eq 31) 

2 22 E 

Usando a regra prática de derivação, podemos substituir x por v na rele 
acima: 


VA 
== eq 32 
ус 4 (ea 32) 


Da mesma forma, substituindo v por a na relação 
anterior, temos: 
ac- ^^  (eq33) 
4 

As expressões eq31, eq32 e eq33 relacionam os 
deslocamentos, as velocidades instantâneas e as 
acelerações instantâneas das caixas A, B e C em 
qualquer instante do movimento desse sistema e 
só podem ser determinadas a partir desses 
argumentos geométricos. 
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7.5 CASO 4: FIO INEXTENSÍVEL, VARIANTE COM DUAS POLIAS MÓVEIS 


Na Figura 9 adiante, a caixa A sofrerá um deslocamento xa para a esquerda, 
acarretando um correspondente deslocamento xs à segunda caixa no mesmo 
sentido. Qual a relação entre as grandezas cinemáticas dessas duas caixas ? 
Mais uma vez, determinaremos as relações cinemáticas de maneira informal e 
prática, usando o vínculo geométrico associado ao fato de que o comprimento 
do fio permanece constante (Lincia = ља) durante o deslocamento das caixas. 
O comprimento do fio na Figura 9a vale: 


— - | Еїдчга 9а 
: Xa E ‚ Хв : 
A —=l B Figura 9b 


L inicia = Le +Le+La+La+tLe = С лаа = З.Їв + 2.La (eq 34) 


Comparando as Figuras 9а e 9b, percebemos que, durante o deslocamento 
das caixas, a distância " La” passa a valer “ La + xa”, ao passo que " Le é 
reduzida a " Ls — хв”. Assim, o comprimento da corda (Figura 9b) passa a 


valer : 
Líma=3.(Le-x5) + 2.(La+xa) (eq 35) 


Do vínculo geométrico, vem: 
L inicial = Lima => 3.Ls +2.La = 3.(Le-xB) + 2.(La+txa) => 
З.хв = 2.Хл (eq 36) 
Usando a regra prática de derivação, podemos substituir x por v етед 36: 
З.ув=2уА (ед 37) 


Finalmente, empregando mais uma vez а regra prática de derivação, 
podemos substituir v por a em eq 37: 


З.ав = 2.aa (eq 38) 


As expressões eq36, eq37 e eq38 relacionam os deslocamentos, as 
velocidades instantâneas e as acelerações instantâneas das caixas A e B, em 
qualquer instante do movimento desse sistema, e só podem ser determinadas 
a partir desses argumentos geométricos. 
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7.6 CASO 5: CORPOS RÍGIDOS DESLIZANDO — CASO SIMPLES 

Na Figura 10a, vemos um prisma reto de base triangular isósceles, apoiado 
sobre dois cubos idênticos. Quando o prisma é abandonado do repouso, ele 
passa a descer verticalmente, percorrendo uma distância vertical y, ao mesmo 
tempo dt, em que cada cubo percorre uma distância horizontal x. (Figura 10b) 


Da geometria da figura, é fácil ver que: tga = ў > x=y.tga (eq39) 
Usando a regra prática de derivação, podemos substituir x por Vx e y por Vy 
em eq 39, visto que tga é uma constante real: 

Vx = Vy . tga (eq40) 


А expressão acima relaciona a velocidade dos cubos (Vx) com a velocidade 
de descida (Vy) do prisma, num mesmo instante do movimento. 


Figura 10a 


Figura 10b 


Finalmente, empregando, mais uma vez, a regra prática de derivação, 
podemos substituir V por a em eq 40: 


ax = ay . tga (eq41) 


А expressão acima relaciona a aceleração dos cubos (ax) com a aceleração 
de descida (ay) do prisma em qualquer instante do movimento. Mais uma vez, 
enfatizamos que as expressões eq 39, eq40 e eq41 só podem ser 
determinadas a partir desses argumentos geométricos. 
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7.7 CASO 6: CORPOS RÍGIDOS DESLIZANDO - CASO AVANÇADO 
Considere a situação da Figura 11a, em que uma caixa se encontra apoiada 
sobre a superficie inclinada de uma cunha triangular, que pode se mover ao 
longo de uma superfície horizontal. 


І Figura 11a 


Figura 11c 


Figura 11b Ke Figura 11d 


A caixa encontra-se conectada á parede vertical por meio de um fio 
inextensível, que passa por uma polia com dimensóes desprezíveis. Se o 
sistema for abandonado a partir do repouso, a cunha adquirirá uma 
aceleração horizontal а рага a direita, no referencial da Terra (inercial). 


A seguir, o prof. Renato Brito determinará a aceleração da caixa em relação à 
Terra, em fungáo da асе!егасао a da cunha. Seja L o comprimento do trecho 
ABC do fio na Figura 11a. A geometria da Figura 11b permite escrever: 
L=AB+BC = x+BC > BC=DE=L-x (ед 42) 
No AABD: AD = x.cosa (eq 43) e BD=CE=x.sena (eq 44) 
Quando a cunha se desloca em uma distáncia x para a direita (Figura 11b), o 


trecho ABC do fio assume o formato AF, embora o seu comprimento 
permaneca constante. Assim, podemos escrever (Figura 11b): 


L = AD+DE+EF = xcosa+(L-x) + EF 
L=xcosa+(L-x)+EF 2 EF = x-xcosa => EF = х.(1 – cosa) (eq 45) 


Do exposto, concluímos que, sempre que a cunha se deslocar x- para а 
direita, a caixa sobre a rampa se deslocará x.sena na direção CE 


7 Vínculos Geométricos 265 


(Figura 11c) e x.(1-cosa) na direção EF, deslocamentos esses sempre 
tomados em relação à Terra. Finalmente, da regra prática de derivação, 
trocando x por v e, em seguida, v por a nas expressões eq44 e eq45, 
podemos dizer que: 

Conclusão: 

Se a cunha (Figura 11d) apresentar uma aceleração horizontal —a para a 
direita, no referencial da Terra, então a caixa apresentará aceleração 
a(i-cosa) na direção da rampa (ladeira abaixo) e, aceleração a.sena na 
direção normal à rampa, todas em relação à Terra (referencial inercial). 


7.8 CASO 6: Abordagem Mais Prática Usando Movimento Relativo 

Ainda trabalhando com o sistema de corpos da Figura 11, apresentaremos 

nessa seção uma maneira mais simples e elegante de chegar a essa mesma 

conclusão acima Т. 

Para isso, vamos comparar o movimento dos corpos no referencial da Terra 

com o movimento dos blocos no referencial da própria cunha. 

Observando toda a movimentação dos corpos a partir do referencial da Terra 

(mantenha um dos seus olhos na Figura 12 e o outro no texto a seguir © 

percebemos que: Я 

• А parede encontra-se imóvel nesse referencial; 

* Acunha se move acelerada para a direita com aceleração a— ; 

* A caixa, conectada à parede, através do fio ideal, se move ladeira aba, 
Ао longo da superfície inclinada da cunha (veja a Figura 12). 


parede imóvel d 


е | 
| MA | 
IN | 
% m y і, і 
! NA ! a! 
ar Y Н Y | 
а P d |! 4—— 
- a^ > 1 
” P d Cuna | | 
c 1 


/ 
PAR) 
QS | 2 
> 
A | 
Li A 
y a 
E A qo 


Figura 12 — Referencial da Terra: a parede 
permanece fixa enquanto a cunha move-se 
para a direita. 


Figura 13 — Referencial da cunha: a cunha está 
parada enquanto a parede move-se para a 
esquerda. 
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Por outro lado, observando toda a movimentação dos corpos a partir do 

referencial da própria cunha (veja agora a Figura 13), vemos que: 

e A cunha encontra-se parada nesse referencial. A linha pontilhada na Figura 
13 ajuda a fixar essa idéia na mente; 

e A parede é que se move acelerada para a esquerda com aceleração ac 
em relação à cunha; 

e Como o fio ideal não estica, a caixa conectada à parede acompanha о 
movimento da parede e desce a superfície inclinada da cunha (Figura 13). 

e Se a parede se desloca x < em relação à cunha, o bloco também sofre о 
mesmo deslocamento x К (em módulo) ladeira abaixo em relação à cunha, 
uma vez que o fio ideal não estica; 

e Assim, se a parede tem aceleração a + em relação à cunha, о bloco 
também terá a mesma aceleração (em módulo) a £ ladeira abaixo em 
relação à cunha; 


Como desejamos saber a aceleração do bloco em relação à Terra, usaremos 
+ relatividade de Galileu para escrever: 


a bloco” = 8 bloco, +  Bcunha 
terra cunha terra 


a - a > 
a a ч 


Figura 14 mostra a soma das acelerações ãpjoco/cunha + àcunhaiterra Pelo 
método da descomposição. Vemos que a aceleração resultante à ploco/terra 


Р . n n a 
terá uma componente ladeira abaixo Z de módulo a - a-cos а = a-(1-cosa) К 
e outra componente normal à rampa de módulo a-sena N. 


parede imóvel | parede imóvel | 


Figura 14 – Determinando a aceleração do bloco em relação à 
Terra usando a relatividade de Galileu 


Conclusão: Se a cunha (Figura 14) apresentar uma aceleração horizontal >a 
para a direita, no referencial da Terra, então a caixa apresentará uma 
componente de aceleração a.(1-cosa) na direção da rampa (ladeira abaixo) 
e, outra componente de aceleração a.sena na direção normal à rampa, todas 
em relação à Terra (referencial inercial). __ 
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ET Sim, temos que Е 
Q recorrer à geometria 
inevitavelmente. 


achar essas acelerações da 
caixa só pelas leis de Newtan d 
пао ? Temos que recorrer à (X 


geometria inevitavelmente ? e 


Prafinho..... mas não tem como | 


Claudete, os resultados que acabamos de obter sáo conseqüéncias do 
vínculo geométrico (associado ao fato de que o comprimento total do fio 
permanece constante durante o movimento dos corpos) e só podem ser 
obtidos a partir desses argumentos geométricos. Em outras palavras, é 
impossível se chegar a esses resultados fazendo uso exclusivo das relações 
entre forças e acelerações decorrentes das leis de Newton do movimento. 


Quando essa mesma situação problema for analisada no Referencial Não- 
inercial (Exemplos Resolvidos 8 e 9 — pags 153 e 156), o vínculo geométrico 
será bem mais simples. Essa é uma das inúmeras vantagens de se aprender 
a trabalhar no Referencial Não-lnercial, que será estudado nos capítulos 4 e 5. 


«7.8 CASO 7: CORPOS RÍGIDOS DESLIZANDO - CASO INDIANO 
А Figura 15 mostra um sistema de corpos muito conhecido no universo de 
preparação IME-ITA e escolas militares em geral. Trata-se de uma questão 


que consta em vários livros Indianos, em especial no livro Problems in Physics 
do Arun Kumar. 


Figura 15 


Nessa seção, vamos determinar a relação entre a aceleração horizontal а» 
da cunha e a aceleração do bloco K a’, ambas tomadas em relação à Terra. 
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Na Figura 16, o segmento AF representa a parede lateral direita da cunha 
móvel no instante t, enquanto BE representa essa mesma parede lateral da 
cunha no intante t + At, após ter sofrido um deslocamento x> muito pequeno 
nesse intervalo de tempo infinitesimal At. 

A polia fixa ao topo da cunha móvel (Figura 16) está representada pelo ponto 
F no instante t; e pelo ponto E no instante t + At, após ter sofrido o referido 
deslocamento FE =x. Finalmente a polia fixa à parede está representada na 
Figura 16 pelo ponto C. 


Figura 16 


O comprimento inicial da corda, no instante t, é dado pela soma abaixo: 
Lia = AB+BC+CG+GF + Lit = x+z+ y+d+Li* (ед1) 


onde Li* representa o comprimento inicial do trecho da corda que vai da polia 
fixa ao topo da cunha até o bloco. Esse trecho da corda foi mostrado apenas 
na Figura 15, mas não foi representado na Figura 16 em nome da clareza. 


O comprimento final da corda, no instante t + At, é dado pela soma abaixo: 
Lina = BC+CE + ІР = z+y+LP (ед2) 


onde Lf* representa o comprimento final do trecho da corda que vai da polia 
fixa ao topo da cunha até o bloco mostrado na Figura 15. 


Na Figura 16, sendo y >>> x, o ângulo FCE é tão pequeno que nos permite 
considerar os segmentos FC e EC como sendo paralelos entre si, ambos 


formando um ángulo В com a horizontal. Adicionalmente, o triângulo AEGC 
pode ser apelidado de “triângulo birretângulo isósceles” © pois seu ángulo 


FCE é tão pequeno (quase zero) que faz com que seus outros dois ângulos 
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EGC=GEC valham quase 90º cada um. Do triángulo AFGE, facilmente 
vemos que FG=d=x-cosp (eq3) 
Igualando os comprimentos Linicia € Lina da corda (dados por ед1 e eq2) e 
levando em conta ед3, temos: 
х+2 +у+а + = 2 +жу+ 1 
х+2+у+ xcosp + Lit = z+y+Lf" 
x + xcosp + Lit = Lf 
x(1+cosB) = Lf* — Li* 
AL*= x(1*cosp) (eq4) 
A relação ед4 nos diz que, quando a cunha móvel se desloca x» em relação 


à Terra, o comprimento L* mostrado na Figura 15 aumenta x-(1+cosB), ou 
seja, o bloco se desloca x-(1+cosf) £ ladeira abaixo em relação à cunha. 


Assim, pela Regra Prática da Derivação (página 260), trocando x por a, 
podemos dizer que, se a cunha se move com aceleração a— em relação à 
Terra, о bloco se move com aceleração a-(1+cosf) Z (ед5) ladeira abaixo 
em relação à cunha. 


Como desejamos saber a aceleração do bloco em relação à Terra, usaremos 
a relatividade de Galileu para escrever: 


à ploco = аыосо +  Ücunha 
Yara Y inha МА 


à bloco, 
terra 


Figura 17 — Determinando a aceleração do blaco em relação à Terra 
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A Figura 17 mostra a soma das acelerações àpjoco/cunha + Ácunha/terra Pelo 
método da descomposição. Vemos que a aceleração resultante à pico/terra 


terá uma componente ladeira abaixo Z de módulo a(1+cosf) — acosa = 
a(1 + cos — cosa) £ e outra componente normal à rampa de módulo 


a-sena N. 


Figura 18 — Componentes da aceleração do bloco em relação à Terra 


Conclusão: Se a cunha (Figura 18) apresentar uma aceleração horizontal a 

` para a direita, no referencial da Terra, então a caixa apresentará uma 
componente de aceleração a.(1 + cosf — cosa) na direção da rampa (ladeira 
abaixo) e, outra componente de aceleração a.sena na direção normal à 
rampa, todas em relação à Terra (referencial inercial). 


| 


8 Respostas e Soluções 


sé 
AI + ' 
E f e 
» A Р. 
LS 9 4 
VM q Р 


Questão 1 - A Super Mosca 


Solução: Se os trens se movem com velocidades 60 km/h e 40 km/h em. 
sentidos opostos, eles se aproximam mutuamente com uma velocidade 

60 + 40 = 100 km/h. Assim, se a distância incial entre eles vale 500 km, eles vão 

se encontrar após 500 / 100 = 5 h de viagem. Durante essas 5h de viagem, a 

mosca está percorrendo 70 km a cada 1 hora, portanto, ela percorrerá 

5 x 70 = 350 km em 5 h de viagem. Você não estava pensando em calcular 

pedacinho por pedacinho, estava? © 


Questão 2 – Zenon de Eléia e o Paradoxo de Aquiles - Solução 


a) Pelo enunciado, vemos que a tartaruga sofre deslocamentos sempre 
10 vezes menores do que Aquiles, no mesmo intervalo de tempo, o que nos 
permite concluir que a velocidade da tartaruga é 10 vezes menor do que a 
velocidade de Aquiles, ou seja 0,5 m/s. Assim, as funções horárias da posição 
dos movimentos uniformes de Aquiles e da tartaruga (no SI) são: 


Sa=So + vat=0+5t > Sa-5t (ед1) 
5т = $% + vt = 1000 + 0,5t = Sr=1000+0,5t (ед2) 
Igualando-se as posições escalares dos móveis, vem: 
Sa=Sr => 5t = 1000+0,5t => 4,54 = 1000 = 
t=2000/9 = 222,222222... segs. 
Eles se encontrarão no instante determinado acima. 


Esse tempo de encontro também poderia ter sido encontrado usando a teoria das 
progressões geométricas. Para percorrer os primeiros 1000 m, Aquiles gasta 
1000 / 5 = 200 segs. Para percorrer os próximos 100 m, aqueles leva 
100 / 5 = 20 s. Para percorrer os próximos 10 m, Aquiles leva 10 / 5 = 2 segs. 
Assim, procedendo dessa forma, ilimitadamente, vemos que o tempo total gasto 
por Aquiles até que a distância entre ele e a tartaruga chegue a zero, é dado por. 
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= 2005 +205 + 2s + 0,28 +......... 


Usando a fórmula do limite da soma dos termos da Р.С. infinita, temos: 


{= Su = 2 = 200 _ 200 2000. = 222,2222....segs 
1-а 4 1 9 9 
10 10 


b) A distância percorrida por Aquiles nesse intervalo de tempo é dada por: 
ASaquies = va.t = 5m/s x (2000/9)s = 10.000/9 m = 1111,11111.....m 


A distância percorrida por Aquiles até alcançar a tartaruga também poderia 
determinar pelo limite da soma da Р.С. infinita abaixo: 


Sn = 1000m + 100m + 10m + 1m + O,1m +..... 
Usando a fórmula do limite da soma dos termos da Р.С. infinita, temos: 


а, 1000 _ 1000 _ 10000 
9 


m —11111111....m 
10 10 
Esse tipo de problema era paradoxal para os antigos pois eles tinham 


dificuldades em lidar como somas de infinitos termos. Eles nào entendiam que 
uma soma de infinitos termos poderia resultar um valor finito. 


c)SA-Sr = 125 = 51 - (1000+0,54) = 125 > 4,541 = 10125 
t- 225 segs. 

Aquiles estará 12,5 m à frente da tartagura no instante t = 225 segs. 

Questão 3 


Solução: Inicialmente, arbitraremos um referencial e determinaremos uma 
função horária da posição para cada móvel: 


A B [o | 
= A +, or! 
A C О Q O e O li 
o" 40' 100 S (m) 
Funções horárias: ЅА = 5041 
Ss = 40 + 201 
Sc = 100 + 604 
О instante t que devemos determinar está esquematizado abaixo: 
gue = "à Figura 2 
0A Eo mE. 
T 
Sg Sa Sc S (m) 


a e E 
Sa ~ Se Sc- Sa 
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Para que o móvel A esteja a meia distância entre os móveis В e С, 
matematicamente, vem : 
Sg + Sc 
5-98 = So-Sa = 2Sa=Se+Sc => = 50. 
Substituindo as funções horárias, vem : 


(40+ 204) + (100 + 60.1) 


2 
Assim, no instante t = 7s, o móvel A estará exatamente entre os móveis Ве 
С, a meia distância entre eles, conforme esquematizado a seguir: 


B A С : 
mês. e + ез 
(o) mm (o) -RR (ee. 

180 350 520 S (m) 


501 = > 50t= 70+40t => t=7s 


170m 170m 


Esse problema nos mostra o grande valor da ferramenta “fungáo horária d 
posigáo”, que simplifica bastante a resolucáo de problemas de movimento. 


Questáo 4 - Resposta: 250 m == 
Dica: Segue o mesmo raciocínio da questáo 3. Note que a velocidade escalar do móvel C será 
negativa. O carro C deverá se mover por 5 segundos. Durante esse tempo, qual a distáncia d que 
ее percorre ? Ora, d = V. {= 50 m/s - 5s = 250 m. © Mas professor, eu achei 200 m, por que 
está dando errado ? Porque 200 m é a posição final do C, não a distância percorrida por ele O. 


Questão 5 — As cruzadas — 1º Resolução - Analítica 

Solução: Fixaremos a origem do tempo (t = 0 h) no instante 8:00h do relógio 
citado na questão, para facilitar o equacionamento do problema. Assim, após 
essa normalizacáo do relógio, o enunciado passa a ter o seguinte texto: 


Quatro automóveis A, B, C, e D movem-se em uma estrada, todos com 
velocidade constante. A ultrapassa B no instante t = O h, ultrapassa C no instante 
{= 1 he сиға com D no instante t = 2 h. D cruza com B no instante 
t=4h е сот C no instante t= 6 h. Determine em qual instante B ultrapassou C. 


Note que, sutilmente, o verbo ultrapassar no enunciado subentende móveis 
que se movem no mesmo sentido, ao passo que cruzar subentende móveis 
que se movem em sentidos opostos. Assim, as funções horárias das posições 
dos móveis A, B, C e D são dadas abaixo: 


Sa = 0 + Vat (eq1) 
Ss = 0 + Vet (eg2) 
Sc = Soc + Vct  (eq3) 
Sp = Soo - Мої  (eq4) 


Note que, no instante t = O h, A ultrapassa B. Assim, A e B têm posições 
iniciais idênticas Soa = Sos = 0 т. 
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Como A ultrapassa C emt = 1 h, vem: 
Sa=Sc > 0 + VA1 = Soc + Vc.1 > Va-Vc= Soc (eq5) 
Como А ultrapassa D emt = 2h, vem: 


Sa=So = VA2 = So - Vo.2 > MW+VYp= Sop (eq6) 

Como D cruza com B emt = 4 h, vem: 

Ss = Sp > Va4 = Son - 4.Vn > М+М = Зор (eq?) 
Como D cruza com C emt = 6h, vem: 

Sc = So > Soc + 6.Vc = Son - 6Vo => М+М = Son Soc (eq8) 


Subtraindo, membro a membro, as equacóes eq6 e eq5, vem: 


S, 
Vo + Vc = = 7 Soc (eq9) 
ч 5-Soc 
Јотрагапдо eq8 е eq9, vem: Зоо So = Зор-Зос > Soo" СР 
(eq10) 


Para achar o instante t em que B ultrapassou C, igualamos suas posições 
escalares: 


S 
Sa=Sc > Vat= So +Vot =>» t= 00 
Va - Vc 
onde o denominador Vs -Vc pode ser obtido subtraindo-se as equações ед? 
e eq8 membro a membro. Assim, vem: 


t= Soc 1 Soc ___12.5ос "5? 12500 12 
М-М Зор  Sop-Soc  2.Soc +Sop 2Soc E. 45 
4 6 2 


(2+2) = 2h + É x 60min = 2h40min 


Voltando para o relógio original da questão: 


Concluímos que B ultrapassou С 2h e 40min após o instante t = 0 h, ou seja, 
2h e 40min após as 8:00h, portanto, às 10h40min no relógio original da 
questão. 


Resposta Correta: letra С 
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Questão 5 — As cruzadas — 2º Resolução - Geométrica 

Assim como fizemos na resolução analítica, fixaremos a origem do tempo 
(t=0 h) no instante 8:00h do relógio citado na questão, para facilitar o 
equacionamento do problema. Assim, após essa normalização do relógio, o 
enunciado passa a ter o seguinte texto: 


Quatro automóveis A, B, С, e D movem-se em uma estrada, todos com 
velocidade constante. A ultrapassa В no instante t = O h, ultrapassa С no instante 
{= 1h e cruza com D no instante t = 2 h. D cruza сот B no instante 
t=4h е сот C no instante t= 6h. Determine em qual instante B ultrapassou C. 


Note que, sutilmente, o verbo ultrapassar no enunciado subentende móveis 
que se movem no mesmo sentido, ao passo que cruzar subentende móveis 
que se movem em sentidos opostos. 


A figura abaixo mostra o gráfico S x t que representa o movimento dos carros 
А,В, Сер. 


Agora eu convido você a usar um dos seus olhos рага ler novamente о 
enunciado abaixo da questão enquanto mantém o outro olho na figura acima O a 
fim de perceber que esse gráfico mágico realmente representa o movimento dos 
quatro carros. 


O carro A ultrapassa B no instante t = O h (ponto С), ultrapassa C no instantet= 1 h 
(ponto L) e cruza com D no instante t = 2 h (ponto P). O carro D cruza сот B no 
instante t = 4 h (ponto Q) e cruza com С no instante t= 6 h (ponto Б). Determine 
em qual instante x o carro B ultrapassou C (ponto M). 
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Agora, a fim de determinar o valor de x, faremos uso do famoso Teorema de 


Menelaus da Geometria plana. 


/car A 


t(h) 
LP MG RO _ a (2-0 (x-0) (6-4) _ 
LG МО RP (1-0) (4-x) (6-2) 
1 x 2 a д5 
OG- => 4.(4-х)=2х => 16-4x =2x 


Resolvendo a equação acima, encontramos х= jh = 2h40min 


Voltando para o relógio original da questão: 

Concluimos que B ultrapassou C 2h e 40min após o instante t = 0 h, ou seja, 
2h e 40min após as 8:00h, portanto, às 10h40min no relógio original da 
questão. 


Comentário : Note que, ainda que o comprimento do segmento LP não valha 
(2-1); assim como o comprimento do segmento LG também não vale (1-0), a 


. LP (2-1) 
proporção == = === 


é válida pelo Teorema de Tales. 
LG (1-0) 


Essa incrível resolução geométrica foi enviada pelo professor Pierre Pereira 
de Caxias — RJ. Parabéns, Pierre ! É realmente uma resolução espetacular de 
tirar o fôlego ! © 
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Questáo 6 - Eco nas nüvens 

Solução: Seja Н a altura da nuvem e h a altura em 
que o rojão explodiu, todos medidos em relação ao 
solo. O som da explosáo (som:) percorre a distáncia 
h com velocidade v em ti segundos, o que nos 
permite escrever: 


nuvem 


h-2v.t (ед1) 


Uma outra parcela do som (somz) da explosáo sobe 
percorrendo a distância H-h até atingir a nuvem, 
onde é refletida e desce percorrendo a altura H até 
chegar ao observador no solo. Esse percurso total de 
comprimento H + (H — h) é percorrido pelo som com 
velocidade у em tz segundos, о que nos permite escrever: 


H+H-h = vt  (eq2) 
Substituindo eq1 em eq2, vem: 


v(t+t,) 
H+H-h=vt => — H*H-vt = vto > pata 
Questáo 7 

Solução: No instante t = 05, o som é emitido no porto P e inicia sua 
propagação simultaneamente no ar e na água. 


i p N; N2 
Ы, а 
4———— d +z- 


No instante t = tı о som que se propaga na água atinge o navio quando ele se 
encontra na posição N1, de forma que: 


d = Vet (eq1) 
No instante t = tz о som que se propaga no ar atinge o navio quando ele se 
encontra na posição Na, de forma que: 


(d+z)=Vrtz  (eq2) 
Do enunciado da questão, temos que: t2- ti = лі  (eq3) 


A distância z que o navio percorre, nesse intervalo de tempo At = tz— tı é tal 
que: 


z-VwAt (eq4) 
Isolando t1 e tz em eq1 e eq2 e substituindo em eq3, vem: 
(dez) ( d) «9 (d+ Vat) ( d 
At=t, -t =| — |-| — Ep ANE doi 
Va ) (Ve WR J Ve 


Desenvolvendo e reduzindo os termos semelhantes, encontramos: 
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(d+ Vat 
maf EA] È multiplicando os 2 membros por Va - Va, temos: 


R в 
d Wy.At 
ммоль = Viv УА] Чүү 
R G R ol Va y và G' VR 
Va: Volt = Маа VA) - d- Vg 
Ма МА! = Ved + ММА – @ М, "ERES 
Ve: AL (Va -W) = d(Vg -V) > d= Vg At (Vg М) 
(Va - Va) 


a 


Questão 8 

Solução: Seja D a distância desejada entre os pontos A e B. O som do 
disparo em A leva tı segundos para atingir o ponto С, o que nos permite 
escrever a relação ед1. 


A С B 


£— d —>4— Dd ————J3X 


Ə tempo total necessário para que a bala disparada em A atinja o alvo emB e 
o som do impacto retorne de B a ponto С é dado por t2 (veja eq2). 
[ p f "m 
t=2 (еді) t,-D.,D-9 (ед2) ist=to-ty (eq3) 
A PLNRA VS À ымлый 


i E i 
Segundo o observador em C, o tempo que decorre entre a chegada do som 


proveniente de A e o som proveniente do impacto em B vale At, o que nos 
leva à relação eq3. A partir dessas A GORS; facilmente encontramos: 


Dial: É at + 2d) 
Vp +\% / 


Questão 9 

Solução: 

a) O observador em C ouve simultaneamente o som do estampido em A eo 
som do impacto da bala com o alvo em В. Isso significa que o tempo t: que o 
som do estampido leva para percorrer a distância AC é igual ao tempo total t? 
gasto pela bala ir de A até B e o som produzido em B retornar ao ponto C, o 


que nos permite escrever: 
d-x 
Vs 


d x 
=— + — 
V Vs 


Isolando o valor de x, vem: 


df, v 1200(, 340) _ 
mp A dan m1 4 
* (1 3 2 | 680) ii 


b) O observador em D ouve simultaneamente o som do estampido em À e o 
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som do impacto da bala com o alvo em B. Isso significa que o tempo ts que o 
som do estampido leva para percorrer a distância AD é igual ao tempo total ta 
gasto pela bala ir de A até B e o som produzido em B atingir o ponto C, o que 


nos permite escrever: 
[2 +y? 
е у „а у 


Vs у vs 
Elevando ao quadrado ambos os membros e isolando o valor de y, vem: 
y= [4 va „120/50, зш. 

2lvs v 


t=t, > 


РЕА - 900m 
2 |340 680 и 


Questão 10 - Resposta: alternativa А 
Solução: Essa questão segue o mesmo raciocínio das questões 8 e 9. 
Para o primeiro aparelho M1, temos: 

xd x d .,(v- Vs): X 


——=-+-—— > d 
Vs V vs 2v 


Para o aparelho M2, temos: 


Pox A 
<= =— + 5 zIL——— 


Vs Y Vs 2NNg 
(У-У5):х 
RENE NEN V—vs).v 
A razão pedida d/h pedida vale: Dom E 2 e : 
h  (v?-v2).x (v* — vs 


Questáo 11 — Móveis alinhados 


1º Solução: A Figura 4 mostra o instante inicial (t = Os) do movimento dos 
móveis r, s e t, que movem-se alinhados (reta 1) com velocidades 
respectivamente iguais a vr, vs e vt. 


r 5 


Yt 


a b PT ES mca regm 
Figura 4 Figura 5 Figura 6 
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Após um tempo T, os móveis terão percorrido as distâncias dr = vr.T, 
ds = vs.T e dt = vt .T, respectivamente, de forma a se manterem alinhados 


(reta 2) conforme a Figura 5. 
A fim de determinar uma relação geométrica entre as distâncias dr, ds e dt 
percorridas pelos móveis, tracemos uma reta 3, paralela à reta 2, passando 
pelo ponto w, conforme a Figura 6. Com isso, obteremos dois triángulos 
¡emelhantes (em destaque na Figura 6), de onde vem a relação: 

b+a " b 

dr+dt ds+dt 


= dr-b - Я-а 


isolando ds па relação acima, encontramos: ds (а+Б) 
а+ 


Sendo dr = vr.T, ds = vs.T e dt=vt.T, vem: 


vr-T-.b - vt-T-a vr-b - vt-a 
vs. T = ———————————— = vs = —— 
(a+b) (a+b) 


Questão 11 — Móveis alinhados 
2? Solução: A Figura 7 mostra o instante inicial (t = 0) do movimento dos 
móveis г, s e t no referencial da Terra. Efetuaremos uma mudança de 
referencial, passando do referencial da Terra para o referencial do móvel r. 
Para isso, precisamos parar o móvel r. Para fazermos isso, damos ao móvel r 


uma velocidade —VI suficiente para cancelar a velocidade dele. Afinal, no 
referencial do móvel r, esse móvel certamente está parado, concorda O ? 


r 5 { 
vr 
м+м 
м 
4—94 ——————»- - S  — —— ————À$- - - 
a b a b a b 
Figura 7 Figura 8 Figura 9 


Para que todos os móveis sofram a mesma mudança de referencial Terrar, 
devemos também.somar o vetor МГ à velocidade dos móveis s e t. A figura 
8 mostra essa etapa transitória em que todos os móveis ganham a velocidade 
adicional —VT. Na figura 9, achamos a velocidade resultante (soma vetorial) 
de cada móvel, já no referencial do móvel r. Nesse referencial, o móvel r 
está parado, o móvel s tem velocidade муг – vs e о móvel t tem 
velocidade vr + vt. 
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Na Figura 9, após um intervalo de tempo At, o móvel s vai de p para q. 
sofrendo um deslocamento (vr — vs)-At. Simultaneamente, o móvel t vai de m 
para n, sofrendo um deslocamento (vr + vt)-At. E o móvel r, por que ele não se 
move ? Porque o móvel r está parado no referencial dele próprio, obviamente, 
certo O ? 

А condição de alinhamento dos móveis sempre é obtida por uma 
semelhança de triângulos. Na Figura 9, é fácil identificar dois triângulos 
semelhantes Aopq e Aomn. A semelhança de triângulos nos permite escrever 

a __ a+ b 
(vr—vs)-At (муг + vt).At 


Cancelando o termo At e reduzindo os termos semelhantes, determinamos 
* velocidade pedida vs: 
vr:b - vt-a 
vs = ————— 
(a+b) 
Questão 12 


Solução: Sejam vı e v2 as velocidades com que as velas 1 e 2 são 
consumidas; e уз e va as velocidades das sombras das velas projetadas nas 
paredes esquerda e direita respectivamente. Após t segundos, esses 


elementos percorreram distâncias iguais a vit, vzt, узі e vat mostradas na 
Figura 10 abaixo: 


Vai vil 


Y. 


a + b »« [e > 


Figura 10 


Como já sabemos, a condição de alinhamento dos móveis sempre é obtida 
por uma semelhança de triângulos. A semelhança entre os triângulos 
retângulos em destaque na Figura 11 nos permite escrever: 

a+b b 


(va -v2):t i (v, v2):t 


(a+b)_ a 


Isolando уз na expressão acima, vem: V4 = V4. Б Mar (eq1) 
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Como a vela 1 queima todo o seu comprimento h num tempo tı, sua 


velocidade de queima v: é dada por: v, = (eq2) 


Já a vela 2 queima todo o seu comprimento h num tempo tz, assim, sua 


velocidade de queima vz é dada por: у, = - (eq3) 


Figura 11 
Substituindo eq2 e eq3 em ед1, vem: v, = UNE PB. йа. 
t b tb 
| h (a +b a ) 
Reduzindo os termos semelhantes, vem: V3 =—.———_——| 
bit t J; 


A expressáo acima fornece a velocidade уз da sombra da vela projetada na 
parede esquerda. 


A semelhança entre os triângulos retângulos em destaque na Figura 12 nos 
permite escrever: 


PAULO 62 
(У-У): (va-v4)'t 
isolando va na expressão acima, vem: V4 = 29) EZ: (eq4) 
h (b«c) hc 


Substituindo eq2 e eq3 em eq4, vem: v4 = —. —. 
t b t b 


Reduzindo os termos semelhantes, vem: V4 = 7 


h b+c c 
b 


i 
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MMC ON 


| 
| 


C ———- 


Figura 12 


A expressão anterior fornece a velocidade v4 da sombra da vela projetada na 
parede direita. 


Questão 13 - Resposta: 8 m/s 


Dica: veja a resolução das questões 11 e 12. Note que, se a distância da raia 1 até a raia 3 vale 
3-1 = 2х, então a distância da raia 1 até a raia 6 vale 6-1=5x 


Questão 14 (Dica: veja as resoluções das questões 11 e 13) 


Solução: 

Enquanto a cabeça do pedestre 
percorre a distância AB = vt, a 
extremidade da sombra do 
pedestre projetada no chão, 
movendo-se com velocidade u, H 
percorre a distância CD = ut. 

A semelhança de triângulos 
permite escrever: | 

H-h H PT vH] 


— z — u= 


vt ut ;, H-h 


Questão 15 — (resolução do estudante Igor Ferreira Vieira enviada pela internet) 
Solução: Seja 3D a distância entre as estações A e B. 


С А B 
i d 1 L 1 


Figura 13 e 14 (juntas) 


No início, o trem 1 parte de A e o trem 2 parte de C ambos em direção a B. 
Uma vez que eles supostamente iriam se encontrar em B, caso mantivessem 
suas velocidades constantes, podemos escrever que o trem 1 percorre a 
distância L no mesmo tempo em que o trem 2 percorre a distância L+d: 
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d cL E L 

= рш = —— =72L > d=- 
Ткет 1 = Tremz > 72 + 727 54 > 54d+54L = 72 3 
Dessa forma, o tempo que o trem 1 (que partiu de A) levará para percorrer 2/3 
de L a 54 km/h, somado ao tempo que ele levará para percorrer “L/3 menos 
10 km" a 27 km/h, sera igual ao tempo que o trem 2 (que parte de C) levará 
para percorrer d + L — 10 km = ШЗ + L — 10 = 41/3 — 10 km movendo-se а 
72 km/h. Assim, tem-se: 


л L 4L 
= 2-410 -410 

f = -30 
34,3 = *— > 72! ЗЕ | 
54 27 72 Us) 3 3 


48L + 481 – 1440 = 721 – 50 > L=37,5km 


Questão 16 – O problema dos trés turistas 


Solução: Sejam Vs e Ve as velocidades escalares constantes da bicicleta е 
dos pedestres, respectivamente. O gráfico S x T abaixo mostra que, 
inicialmente, A (dono da bicicleta) dá carona para B até um certo ponto da 
estrada (trecho AB), enquanto C inicia o movimento a pé (trecho C). Em 
seguida, B desce da bicicleta e prossegue a pé rumo ao centro turístico (trecho 
B), enquanto A volta (trecho A) para pegar C que já estava a caminho. Juntos, 


A e C prosseguem de bicicleta (trecho AC) e chegam ao centro turístico junto 
com B. 


centro ^ S Figura 15 
turistico 
z i 
o B | 
| 
ме Ж 
S y AB | АС | 
р ! 
i 
y ACT Е | 
x Cr- | | 
- Ж. - | 1 ; > 
hotel ; | ! T 
АҢ Atz Atz 


O gráfico S x T, que representa esse movimento, é um paralelogramo, visto 
que velocidades iguais implicam inclinações iguais no plano S x T. Todo 
paralelo-gramo é um quadrilátero com lados opostos congruentes e paralelos, 
dois a dois. Conseqüentemente, como os lados AB е АС são congruentes е 
igualmente inclinados em relação à horizontal, suas projeções horizontais Atı 
e Ats são congruentes, isto é, Ati = Atz . 
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O percurso completo dura um tempo total: 

Ali + At2 + Ata = Ati + Atz + Ай = 2.At + Atz. 
Sejam Мв a velocidade da bicicleta e Vp a velocidade do pedestre. 
Observando o gráfico, vemos que: 
p é a distância percorrida por AB, com velocidade Ve, num intervalo de tempo 
Ati, ou seja, р = Ve:Ati; 


y é a distáncia percorrida por A, com velocidade Va, num intervalo de tempo 
Аф ‚оц seja, y = VeB.Atz ; 


x é a distância percorrida por C, com velocidade Vp, num intervalo de tempc 
Ati + Ao, ou seja, x = Ve.( Ati + Atz). 


Como pz x + y, vem: Ve:At = Ve( Atı + At) + Ve-At 
20-At = 4-((А + Atz) + 20-At2 > ^86 7 3460/2 (ед1) 


Observando novamente o gráfico, vemos que a distância do hotel ao centro 
turístico (s = 8 km) vale ѕ = р + 2; 


z é a distância percorrida por B, com velocidade Vp, num intervalo de tempo 
At. + Atz, ou seja, z = Vp. (Atı + At2) ; 


s=ptz > 8 = Мали + Ve-(Ati+ At) (ед2) 
Resolvendo o sistema de equações eq1 e eq2, encontramos: 
Ab = (1/5)h = 12 min e At: = (3/10)h = 18 min 
À duração total do percurso será: 
At, + Ato + Ab = Ati + Atz + Ati = 2.Ati + Atz = 48 min. 


O segundo turista (B) deverá ser transportado de bicicleta até que faltem 
quantos km para chegar ao centro turístico ? Em outras palavras, quanto vale 
zno gráfico ? 

z = Ve(At + Ato) = dm (235) h > z-2km 

h 5 10 

Comentário: Sei que você agora deve estar se perguntando como seria a resolução 
analitica (algébrica) dessa questão. É normal que você esteja surpreso com essa 
solução desse problema através do gráfico. Você está muito mais acostumado a 
soluções puramente algébricas do que a resoluções com interpretações gráfico- 
geométricas. Aconselho ao leitor, entretanto, que aprecie essa forma de resolver os 
problemas e tente se acostumar a ela. Os russos e peruanos as adoram. Nós temos 
muito a aprender e a evoluir com eles. Incorpore essa idéia e tente usá-la sempre que 
possível. Soluções gráficas, em geral, são bem mais concisas e elegantes do que 
soluções puramente analíticas/algébricas e fazem de você um estudante de Fisica 
diferenciado. Elas lhe dão “uma visão além do alcance” O. 
А resolução da próxima questão 17 também é através de gráficos. Aprecie a elegância 
da resolução ©. Não busque uma solução algébrica ! Não vale a pena investir tempo 
nisso. Esqueça isso, passe a diante, você ainda tem muito chão pela frente ! 
Incorpore ao seu repertório as resoluções usando gráfico e seja um estudante 
diferenciado ! 
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Questão 17 — Empresário na estação ferroviária 

Solução: Acompanhe a narrativa a seguir, observando o gráfico da figura 16. 
Em dias normais, o empresário e o carro da empresa fazem, respectivamente, os 
percursos АЕН e ЕЕН, até chegarem à empresa (Н). No dia em que o 
empresário chegou 1h mais cedo à última estação (A), ele partiu a pé para a 
empresa, fazendo o percurso AB. O carro da empresa, fazendo o percurso 
FB, encontrou o empresário (em B) e retornaram juntos, fazendo o trecho BG 
e chegando à empresa 20 min antes do habitual (H). 


AS 


Figura 16 


Segundo o enunciado, GH = CE = 20 min. O tempo do movimento do 
empresário até o encontro com o carro em B é igual a: 


AD = AE- ОЕ = AE - СЕ/2 = 1h- 10 min = 50 min 


Questão 18 — Linha de bondes Е 
Solução: Considere os seguintes parâmetros: 


D = distância entre as estações A e B; 

T = tempo que o andarilho leva para andar de A até B; 

Ve = velocidade de cada bonde; 

Ма = velocidade do andarilho (observador); 

X = distância que separa dois bondes consecutivos. 

Bondes pretos = bondes que viajam no sentido de A para B (figura 17) 
Bondes brancos = bondes que viajam no sentido de B para A (figura 18) 


A questão diz que, a cada cada 15 min, dois bondes (um preto e um branco) 
se cruzam em cada estação. Assim, se você estiver sentado na estação, 
vendo os bondes passarem, perceberá que: 


1) os bondes brancos passam pela estação a cada 15 min 


2) os bondes pretos passam pela estação a cada 15 min 
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3) seja X a distancia que separa dois bondes brancos consecutivos. Isso 
sugere que, a cada 15 min, X é a distancia que cada bonde branco percorre 
em relacao a Terra. Por isso X = Ve .15 (ед1) 


4) 3) seja X a distancia que separa dois bondes pretos consecutivos. 1550 
sugere que, a cada 15 min, X é a distancia que cada bonde preto percorre 
em relacao a Terra. Por isso X = Vs .15 (ед1) 


Figura 17 
Bondes pretos 


VB 


— > 
23 EB Ga sa Ea ER 


i—i 
х X X X X 


Durante o tempo T que o andarilho leva para caminhar de A a B, sete 
bondes passaram por ele, movimentando-se no mesmo sentido (veja 
Figura 17). Note na Figura 17 que a distância que separa o 1º bonde do 7º 
bonde vale (7—1).x = 6x. Usando velocidade relativa, vem: 


(7-1)X-2(Vas-VA)T = 6.X=(Vs-Va).T (eq2) 


Durante o tempo T que o andarilho leva para caminhar de A a B, 15 bondes 
passaram por ele, movimentando-se no sentido contrário. Analogamente ao 
1? caso, a distáncia que separa o 1? bonde do 15? bonde na Figura 18 vale 
(15-1).x = 14x . Usando velocidade relativa, vem: 


(15 – 1).Х = (Va + VA.T > 14Х=(Ув+\/А).Т (eq 3) 


Figura 18 
Bondes Brancos 


Dividindo as relações eq3 e eq2, membro a membro, vem: 
etti. 

14 Va * VA > v, = SB! (eq 4) 
6 Va-Va h 5 4 


Substituindo ед1 е ед4 ет ед2, vem: 
6. (Va .15) = (v È 228 ) T = Т= 150 тіп = 2h30min 


288 Fundamentos de Месапїса 


Entáo, o andarilho leva 2h30 min para mover-se de A até B. Quanto tempo At 
um bonde qualquer leva para percorrer a distância D que separa as estações 
A e B, movendo-se com velocidade Ve ? 


at= = Val 2,.459min =60min=1h 
Ww Yo 5 


Questão 19 — Linha de bondes generalizada 


Resposta: a) (228) minutos, b) (E3723 minutos 


Questão 20 — O guarda na linha de bondes – Resposta B 


x = distancia entre dois bondes consecutivos 

Percurso de ida: x = (Мв – Мн). 6, esse 6 está sem segundos 
Percurso de volta: X = (Va + VH).3 

Quando o guarda para a fim de descansar: x = \/в.Т 


pronto, agora basta achar o valor de T nas equações acima. 
à resposta é letra B 


Questão 21 — A coluna de soldados 
Solução: Sejam A e B dois soldados consecutivos (distanciados de x). 
No instante t = 0, o oficial superior C passa pelo soldado B que, por sua vez, 
inverte imediatamente o sentido do movimento (estágios 1 e 2 da figura). 
A partir do estágio 2, quanto tempo demora para que o oficial С cruze сото 
soldado А (estágio 3) ? Ora, se encontrarão no instante: 
fatia ção 

u+v 7,5 
Nesse tempo t, quais as distâncias y percorrida pelo soldado B e z percorrida 
pelo oficial C (do estágio 2 ao estágio 3) ? Ora, B percorrerá uma distância y 
dada por: 


I x 4,5. x 
у= у t=vyv.— = 
7,5 7,5 
ao passo que C percorrerá 2 = u-t= u- D LN 
7,5 7,5 
No estágio 4, o soldado A inverte o sentido do movimento e passa a se mover 
a favor do movimento de B. A partir desse instante, a distáncia entre os 


2 soldados А e B se manterá constante e igual a: 
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Vemos que a distância entre 2 indivíduos consecutivos (A e B) na coluna de 
soldados inicialmente valia x e, após a inversão, passou a valer 0,2.x. 


l | 
AM = 4,5 km/h М z4,5 km/h 
a (А) —» > б 
Estágio 1 4—0 E 
U= 3 km/h 
ү М у (В 
QS I ) t=0 
Estágio 2 -—(O 
U 
у (5) M 
e X X 
Estágio 3 {= == 
+7) | U+V 75 
«(B «А 
Estágio 4 T 
* € 
X H 
4—— Y —1L—— —H 
i «—— 2 —» 
«— D —h 


Assim, quando toda a coluna de soldados inverter o seu sentido, o seu 
comprimento total passará de 600 m para 0,2 x 600 m = 120 m. 


Questão 22 — O problema dos cagas — Efeito Doppler 
Solução: No referencial do caça, os projéteis se movem com velocidade 
Ұ ~ vc. Sendo T o tempo decorrido entre dois disparos consecutivos nesse 


referencial, a distância entre dois projéteis consecutivos nesse referencial vale 
d=(vp-vo).T. 


caça 
Vc 
7 d 
p= 
-. IJ -. —* -0 
— 
Vp 


No referencial do alvo, os projéteis se movem com velocidade vp — va. Sendo 
T’ o tempo decorrido entre dois impactos consecutivos de projéteis com o alvo 
nesse referencial, a distância entre dois projéteis consecutivos nesse 
referencial vale d = (ve — va).T”. 


Entretanto, a distáncia entre dois projéteis consecutivos é a mesma, tanto no 
referencial do caca quanto no referencial do alvo, o que nos permite escrever: 
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(vP— vc).T = (ve- va).T' = T's (2) 
Vp —VA 
Esse problema é semelhante ao Efeito Doppler estudado na acüstica. Os 
projéteis atuam como as frentes de onda sonora, ve é a velocidade do som no 
ar, vc é a velocidade da fonte sonora que está emitindo o som e va é a 
velocidade do observador que ouvirá o som. A freqüéncia do som emitido pela 
fonte será F = 1/T e a freqüéncia do som recebido pelo observador será 
Fapa = 1/Т?. 
A única falha na analogia é que a velocidade adquirida pelos projéteis em relação 
ao ar (vp) aumenta caso a velocidade do caça vc em relação ao ar aumente. 
Esse fato não ocorre no caso das ondas sonoras, ou seja, a velocidade do som 
em relação ao ar não aumenta caso a velocidade da fonte sonora em relação ao 
ar aumente, Dizemos que a velocidade das ondas sonoras em relação ao ar 
independe da velocidade da fonte sonora que emite as ondas. Ela só depende 
das características do meio de propagação da onda (densidade do gás, 
atomicidade do gás, temperatura do gás etc). 


Questão 23 — Método de Fizeau da roda dentada 
wLN 


у= 2m ' dica: regra de 3, se durante o período Т=2л/о a roda gira um total de N dentes 
(1 volta completa), quanto tempo At ela levará para girar apenas n dentes ? O tempo L/V que a 
bala leva para ir de um disco ao outro é igual ao tempo que os discos levam para girar n dentes 
(indo do vão de ordem zero no 1º disco ao vão de ordem n no 2º disco). 


Questão 24 — Rodas que parecem estar paradas 

Solução 

a) O ângulo entre dois raios consecutivos da roda dianteira vale q = 2n/N1 
radianos. O observador terá a impressão de que a roda não está girando se, 
no intervalo de tempo entre duas imagens consecutivas (т = 1/24 5), a roda 
girar um ángulo a. que seja múltiplo de «p, ou seja, a = К.ф = 27.k/N:, onde k é 
um inteiro positivo (k = 1, 2, 3, 4,....). Por outro lado, o deslocamento angular 
а da roda num intervalo de tempo т é a = 0-7, onde о é a velocidade 
angular da roda. Daí, temos: 


A=0-T = 2nk =0:T > Q= 2nk 
N; Мт 
Assim, o observador no cinema terá a impressão de que а roda não está 
girando se a velocidade da carrugagem for valer: 
v=wr= 2H k=4,2,3,4,5,.... 
Мт 


Рага К = 1, teremos o valor mínimo para essa velocidade, ои seja: 
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2x3,14-1x0,35 
Vmin =O- T = 2222 = 8,8 m/s 
тл 6х1/24 


b) Para que as rodas dianteiras e traseiras рагесат estar simultaneamente 
paradas, devemos ter: 
_2mk,-1 | 2nk,:R kə R 


s22 => N, =N,.-2.— 
Мут Мт К, 


v 


Para manter a velocidade da carruagem já determinada no item a, tomaremos 
ki = 1. Sendo R = 1,5.r, vem: 
ko R k 3 
№ =N 2. = 6x2.5 > N=9k 
2 1 г x 172 2 2 


Para que Мә seja mínimo, tomemos kz = 1. Assim, teremos М2 = 9. Assim, a 
roda traseira deverá ter pelo menos 9 raios para que ela também pareça estar 
parada, para a mesma velocidade da carruagem determinada no item a. 


Questão 25 – Rodas que parecem girar ao contrário 


Solução: Pela figura, vemos que o ângulo formado entre dois raios 
consecutivos nessa roda vale 30º. O observador terá a impressão de que a 
roda está parada se, no intervalo de tempo entre duas imagens consecutivas 
(т = 1/24 s), а roda girar um ángulo с = 30º, 60º, 90°, 120º.... etc. 


Mas о que ocorrerá se a roda girar um ângulo de +25º (ou seja, 25º no sentido 
horário) entre duas imagens consecutivas ? O observador terá a impressão de 
que a roda girou apenas 5º no sentido anti-horário naquele intervalo. Isso 
porque seu cérebro interpretará os +25º como sendo +30º – 5°, ou seja, 30? no 
sentido horário (que seu cérebro não perceberá) mais 5º no sentido anti-horário 
(que serão percebidos). 


Nosso cérebro prefere enxergar sempre o menor giro que dá exatamente aquele 
mesmo efeito final. No caso acima, ele preferiu enxergar um giro de 5º no sentido 
anti-horário a um giro de 25º horário. 

Da mesma forma, se a roda girar +30º + 20º = +50º (50º no sentido horário), no 
intervalo entre duas imagens consecutivas, o observador terá a impressão de 
que a roda girou apenas 10º no sentido anti-horário. Isso porque seu cérebro 
não interpretará os 50º como sendo +30º + 20º, mas sim, como sendo 
+60º — 10º, ou seja, 60º no sentido horário (que seu cérebro não perceberá) mais 
10º no sentido anti-horário (que serão percebidos). 


Nosso cérebro prefere enxergar sempre o menor giro que dá exatamente aquele 
mesmo efeito final. No caso acima, ele preferiu enxergar um giro de 10º no 
sentido anti-horário a um giro de 20º horário. 


Se a roda girar +60º + 24º = +84º (84º no sentido horário), no intervalo entre duas 
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imagens consecutivas, o observador terá a impressão de que a roda girou 
apenas 6? no sentido anti-horário. Isso porque seu cérebro nào interpretará os 
84º como sendo +60° + 24º, mas sim, como sendo +90º — 6º, ou seja, 90? no 
sentido horário (que seu cérebro não perceberá) mais 6º no sentido anti-horário 
(que serão percebidos). 

No caso acima, o cérebro preferiu enxergar um giro de 6º no sentido anti-horário 
a um giro de 24º horário. 

Em geral, sempre que a roda girar no sentido horário um ângulo a tal 
que 15º < а < 30º, ele será interpretado pelo cérebro como um giro de 
+30º – (30º – о), ou seja, um giro de 30º no sentido horário (que seu cérebro 
não perceberá) mais um ángulo de “30º — a” no anti-horário que será 
percebido pelo seu cérebro. 

Dando um passo além, sempre que a roda girar no sentido horário um ângulo 
a tal que 15% + 30.k < a < 30º + 30.k, onde k é um inteiro não-negativo, esse giro 
será interpretado pelo cérebro como um giro de "30? — a” no sentido anti-horário. 
-Ogicamente que, para um giro a no sentido horário, tal que 0° < a < 15º, o 
cérebro nào será enganado. Ele realmente verá um giro no sentido horário 
mesmo. Em linhas gerais, para um giro a no sentido horário tal que 
0° + 30.k < a. < 15? + 30.k, onde К é um inteiro nào negativo, o cérebro não será 
enganado. Ele realmente perceberá um giro no sentido horário mesmo. 

Em suma, que condição deve satisfazer o ângulo a que a roda gira, no 
intervalo de tempo entre duas imagens consecutivas, para dar a impressão de 
que ela está girando no sentido contrário ? Ele deve satisfazer a condição 
abaixo: 


15º+30.k<a<30º+30.k, com kz0,1,2,3,4,5, .... 
зо°{к+ 5) <%<30°.(К+1), к=0,1,2,3,4,........ (ед1) 
Em radianos, fica: 
ze) Een k 2 0,1,2, 3, 4.0... (e2) 


Se o disco tem velocidade angular о = 2xf, no intervalo de tempo т entre duas 
imagens consecutivas (т = 1/24 s), ele gira um ángulo a dado por: 


a=ot=2nft (ед3) 
Substituindo eq3 em eq2, vem: 


л 1 T 
=dk+> —. =0,1,2,3,4,........ 
я ( +3) атаке) к= 0 3 
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6 s (ка) «кіла. (k+1) (еа4) 


se Jean. <. (k +1) 
6 2 


Cancelando o x e multiplicando cada membro por 12, vem: 
(2k +1) «f «2.(k +1), К=0, 1, 2,3,4, 5, ...... etc (eq5) 
Para К = 0, teremos: 1 Hz «f « 2 Hz 
Рага К = 1, teremos: З Hz «f < 4 Hz 
Parak = 2, teremos: 5 Hz «f < 6 Hz 
Parak = 3, teremos: 7 Hz < f < 8 Hz 
Assim, vemos que a alternativa E da questão está correta. 


Adicionalmente, como podemos generalizar a condição dada pela relação eq4, 
quando o ángulo entre dois raios adjacentes nào for mais « = 30? = 1/6 rad ? Ora, 
para uma roda com N raios, o ángulo entre dois raios adjacentes vale 
9 = 2n/N. Assim, trocando 30º = 7/6 rad na relação ед4 рог um ángulo um 
ângulo genérico q = 27/N, vem: 


e (ez) 2 +1) (eq6) 
2л 1 2n 
“(к + J <2лЁт < TS +1) 


us L (io «jeter (eq7) 


Sendo t o tempo decorrido entre duas imagens consecutivas (periodo), o 
parámetro n = 1/т fornece o nümero de imagens projetados na tela do cinema por 
segundo. Substituindo т = 1/n na relação eq7, vem: 


us = 4,5... 8 
(кез) «гп (к+1), k=0, 1, 2,3, 4, . (eq8) 


Sendo n o número de imagens projetadas na tela por segundo e N o número de 
raios na roda da carruagem, a expressão eq8 acima nos fomece uma expressão 
geral para as possíveis frequências f de rotação da roda para que a mesma 
pareça estar girando no sentido contrário. No caso desse problema, temos 
п = 24 quadros/seg e М = 12 raios. Substituindo na relação geral dada por ед8, 
chegaremos ao resultado fornecido pela relação eq5 para o caso particular do 
presente problema. 
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Questão 26 — Rodas girando – Ilusão de óptica 
Solução: A frequência de rotação da roda vale: 


f= 900RPM- 900 voltas - 15voltas , 360graus = 5400 graus 


60s S 1volta s 
A roda gira quantos graus a cada flash ? 
n 5400graus T iseg 2259гаиѕ 
seg 24flashes flash 


Como a roda tem 6 raios, cada fatia da roda tem um ângulo central dado por 
360 / 6 = 60 graus. Seguindo o mesmo raciocínio das questões 24 e 25, embora 
a roda gire 225 graus horários a cada flash, cérebro humano não perceberá todo 
esse giro a cada flash. 

Para entender, note que o àngulo 225 graus pode ser escrito de duas formas: 


225 = 180 + 45 ou 225 = 240 - 15 


Ə cérebro humano prefere enxergar sempre o menor giro. Sendo 15? < 45°, 
о cérebro interpretará que essa года está girando 15? anti-horários a cada 
flash. 

Mas girar 15? anti-horários a cada flash significa girar com que freqüénda 
aparente ? Ora, lembrando que a lámpada pisca num ritmo de 24 flashes/seg, 
temos: 

15grdus _ 24fldsh | 1volta e 60seg _ 60 voltas - 60 rpm 

flash 1sed  360grdus 1min min 


f aparente = 


Questão 27 - Solução 

Quando a fumaça do trem é emitida, ela passa automaticamente a ser 
arrastada pelo ar na direção e sentido do vento, com a velocidade do vento, 
visto que a fumaça tem massa (inércia) desprezível. A Figura 19 mostra uma 
sequência de instantes T, 2T, 3T, 4T e 5T do movimento dos trens A e B, 
antes de se cruzarem, bem como o deslocamento da fumaça na direção do 
vento, à medida que vai sendo liberada pelo respectivo trem. 

Após se cruzarem no ponto P (veja Figura 20), os trens A e B, bem como a 
fumaça liberada por eles durante o cruzamento, percorrem respectivamente 
os trechos PA, PB e PC (Figura 20) no mesmo intervalo de tempo At, de 
forma que PA = VA.At, РВ = Vs.At е PC=VyaAt. 
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Figura 19 
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Figura 20 


B 


A direção PC na Figura 20, portanto, é a própria direção do vento que arrasta 
a fumaça com velocidade Vv . 


Va = 50,4 km/h = 14 m/s, Va = 72 km/h = 20 m/s 

PA+PB=AB => VaAt + Va.At = 1360 т > 

14.At + 20.4t = 1360m >  At- 405 

Assim: РА = 14.4t 2 560m, РВ = 20.At = 800 т 

PM = PB - MB = 800 - 1360/2 = 120m 

APMC: Pitágoras: (PM)? + h? = d? > (120)? + (160)? = d? > d=PC=200m 
Masd-PC-Vv.At => 200=VW.40 > Vv-5nm/s 


A velocidade do vento vale 5 m/s. 


Questão 28 – Solução 

A resolução dessa questão demonstra como a escolha do referencial mais 

adequado pode simplificar bastante a análise de um problema de Física. Antes 

de iniciar a solução do problema, considere as seguintes informações, 

subentendidas no enunciado, mas que podem não ser conhecidas pelo 

estudante: 

e navegar rio acima = navegar contra a correnteza; 

• navegar rio abaixo = navegar a favor da correnteza; 

e balsa = embarcação que move-se apenas arrastada pela correnteza, não 
possui motor; 

e velocidade acusada pelo velocímetro do barco a motor = velocidade do 
barco em relação à água. 

A chave é adotar o referencial na água, tomar todas as velocidades em 

relação à água inicialmente. 

Nesse referencial, a balsa se encontra parada durante todo o episódio (a 

balsa não se move em relação à água). O barco se afasta da balsa durante 


1h, percorrendo a distância AB com velocidade constante V (no referencial da 
água). Em seguida, o piloto do barco desliga o motor para conserto durante 
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0,5 h, intervalo de tempo no qual barco, balsa e água permanecem parados 
(no referencial da água). 


balsa 


D> 3 o (ida) 


! V 
C ---—C3----——C3 vu 
! A B 


Após permanecer parado no ponto B durante 0,5 h (veja figura), o bare 
retorna com a mesma velocidade V de antes (no referencial da água), a fim de 
fazer percorrer na volta a mesma distância da ida (AB = BA) no mesmo tempo 


gasto anteriormente (1h) até alcançar novamente a balsa (que permaneceu 
parada em A o tempo todo). 


Assim, o tempo total para o barco perfazer a distância AB + BA vale: 
At = 1h (ida) + 0,5h (parado) + 1h (volta) = 2,5 h 


Conforme o enunciado afirma, porém, nesse intervalo de tempo de 2,5 h, a 
balsa percorre uma distância de 7,5 km em relação às margens, movendo-se 
arrastada pela correnteza e, portanto, com a velocidade da correnteza (no 


referencial da Terra). Assim, qual a velocidade da correnteza (em relação à 
Terra) ? 


= 3km/h 


Questão 29 — 1º Solução - Geométrica 

Resolveremos o problema inicialmente no referencial do barco A, isto é, no 
referencial em que A se encontra parado. Para fazer a mudança de referencial 
Terra>A , adicionaremos o vetor —V4 às velocidades dos navios A e B, de 
forma a anular a velocidade do navio A. Assim, А e В serão levados para o 
referencial onde A se encontra parado, isto é, o referencial do navio A. 

No referencial do navio A, ele próprio se encontra parado, observando a 
travessia do navio B, que move-se com velocidade Van (velocidade de B em 
relação a A) por meio da trajetória representada pela reta R. O triângulo retângulo 
em destaque sob o vetor уь, tem catetos com dimensões 3 unidades e 
4 unidades, permitindo determinar : 
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cateto oposto 4 
sen а = ——————— = — 
hipotenusa 5 
LELEMRGTH 
La e 
VA 
S | Es 
4-08 
Y pz - b e 
" navio A navio B navio А 
parado 


A menor distância que separa os navios, durante a travessia, é a distância 
entre o ponto А e a reta К (a distância entre um ponto e uma reta, por 
definição, é a menor distância, tomada perpendicularmente) dada pelo 
segmento AC. Seu valor é calculado pelo triângulo retângulo AABC: 


sen a = Dm > 4 2 Din => Оа = 96 km 


120 km 5 120km 


Questão 29 - 2? Solução - Analítica 

Agora daremos uma solução analítica para o problema, trabalhando no 
referencial da Terra mesmo. A figura da questao mostra um desenho em 
escala mas não fornece as velocidades V, e Va. 

Admitindo que cada unidade na horizontal ou na vertical valha 1 km/h, vemos 
que as componentes horizontais dos barcos A e B valem Vax = 2 km/h > e Vex 
= 1 km/h < em sentidos opostos. Assim, usando velocidade relativa, a 
distância horizontal Ax entre eles, em função do tempo t, é dada por: 


Ax=120-(2+1)t > Ах= 120-34 (ед1) 
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As componentes verticais das velocidades dos barcos A e B na direção у 
valem Vav- 2 km/h T e Vav = 6 km/h f. Assim, usando velocidade relativa, a 
distância vertical Ay entre eles, em função do tempo t, é dada por: 


Ду = (6-2)t > Ay-4t (е92) 

Assim, a distância d entre eles, em qualquer instante t, é dada por: 
d = A? «Ay? = (120-3)+ (4t? = 14400-720t «9t? +16t? 
Ф = 14400-720t+ 25t? 
Para achar o valor mínimo de d?, devemos determinar as coordenadas do 
vértice da função do 2? grau acima na variável t: 

2 _-А -(b-4ac). —(720° – 4-25-14400) _ 9216 

mn да 4а 4.25 


аа = /Ө216 = 96 km 


Questão 30 – Solução 

No instante inicial (t = 0), o móvel 1 estava  ..........- "em 
a uma distância L1 da origem. Após t ! 
segundos, ele percorreu а distância vit e " 

estará a uma distância di = L1— vit da | y 
origem. Analogamente, nesse mesmo n 
instante, о móvel 2 estará a uma distáncia dii 

de = L2- №24 da origem. Assim, a distância | | ч. 
d entre os móveis é dada pelo teorema de EM DAP LR 
Pitágoras: << 


d? - (dj +(9)2 = (Ly - v4? + (Lo - vot? Ме 
Desenvolvendo os produtos notáveis acima, chegamos à seguinte função do 
2º grau na variável independente t: 

d =(уї- + у) - (21чу +21;у;)4 + 13 +13 
Note que o coeficiente do termo de 2º da do trinómio айша é positivo (a>0), 


0 que nos assegura que a parábola tem concavidade para cima e, portanto, 
apresenta um valor mínimo. 


O instante t no qual a função d?(t) assume seu valor mínimo ё dado pelas 


coordenadas do vértice da parábola que estudamos na 9º série: 
—b - (2L4v4 * 215%) E t = у; + Lava 


lvértice = 77 = 2 2 
2а 2-(v? +v3) ФИНЕ EA 
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H "n ^ - -A 
O valor mínimo do trinômio do 2° grau é dado por (d?) in = 2 


O valor de A é dado por: 
А = (2Lv4 + 21,2)? -4(v? + vá +13). Desenvolvendo, encontramos: 


А = -4v3-13 + 8LyLov,va — 40-13 = -A( vua - vola 


2 2 
Assim, vem: (02). = = = ECT - Br , portanto: 
vi tV2 vi +V2 


=> Questão 31 - Resposta: 10 km, 15 min 


Questão 32 — Solução 


Lei dos senos 2% 


МА-А М: At М А 
senB sena SE Я 
100-4 50.4 1 i A 
=—— > Ssena-— Aa BA 
0,5 sena 4 A P UND P a do rato IRL 


Questão 33 — Solução 
No referencial da Terra (Figura 21), o trem move-se para oeste, com 
velocidade 80 km/h, ao passo que o vento tem velocidade desconhecida 
nesse referencial. Conforme o enunciado, todavia, para quem está no interior 
do trem (ou seja, no referencial do trem), o vento sopra do norte para o sul y 


Figura 21 - Referencial da Terra 


V 80 km/h 
Vento! terra 
Trem 


A fim de usar esse fato para descobrir a orientação da velocidade do vento 
em relação à Terra, efetuaremos a mudança de referencial Terra — trem. 

Na Figura 22, adicionamos o vetor Мена = 80 à velocidade vento e à 
velocidade do trem, de forma a "parar" o trem. Na Figura 23, já estamos no 
referencial do trem. Agora, sabendo que Veno/trem Sopra na direção norte-sul, 
determinamos graficamente a orientação da velocidade do vento em relação à 
Terra, Vuentonera = Y. mostrada na Figura 23. 
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Figura 22 — mudando para o Referencial do trem 


у 


vento/ terra 
* * 
80 km/h 80 km/h 


Na Figura 24, vemos outro episódio em que, segundo o enunciado do 


problema, 


о trem está se movendo a 20 km/h no sentido leste-oeste <, 


enquanto o vento sopra em ге!асао à Terra conforme determinado na Figura 23. 


Figura 23 - Referencial do trem 


Segundo o enunciado, nessas circunstáncias, o vento sopra a 45°, vindo do 
nordeste, para quem está no interior do trem (no referencial do trem). 


Figura 24 - Referencial da terra 


20 km/h 


Trem 


A fim de usar esse fato para descobrir o valor da velocidade do vento em 


relação à 
Figura 25. 


Terra, efetuaremos a mudanga de referencial Terra — trem na 


Figura 25 — Mudando para o referencial do trem 


20 km/h 


V vent 
ven terra a 


20 km/h 
20 km/h 
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Figura 26 - Referencial do trem 


Na Figura 26, na qual o trem se encontra parado (no referencial do trem), o vento 
sopra com sua velocidade Vmo-trem Vindo do nordeste a 45°. Observando о 
triângulo retângulo isósceles (45º, 90º, 45º), na Figura 26 e comparando com a 
Figura 23, facilmente determinamos o módulo da velocidade do vento em relação 
à Terra |V, = 100 kmh, fazendo uso do Teorema de Pitágoras na 


Figura 27. 


ento-terra | 


Ventos 
/ terra 


Figura 27 


20 60 
Questão 34 – Resposta 


а) 10 m/s b) 3s c)30 т d) 18 т 


Questão 35 – Resposta E 
a) 130 km/h b) 260 km 


Questão 36 — Resposta 
a)8 ms, b)sena=0,6, c)5s, d) perpendicular à correnteza, е)4$ 


Questão 37 – Resposta: 45 segundos 


Questão 38 – Resposta 
v.T 


AN - u? 


Questáo 39 — Resposta: B 
Questao 40 — Resposta: 5 min também, acredita ? © 
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Questão 41 - Travessia com velocidade mínima 
Solução: Considere os seguintes parâmetros: 

0 = velocidade do barco em relação à água; 

V, = velocidade da água em relação à Terra; 


Y = velocidade do barco em relação à Terra. 


A relatividade galileana permite escrever a equação vetorial: 
V=0+", (ед1) 
В 


c meme mice 
<. 
с! 


£---------|o 


> 
e 
> 
< 
v 


Figura 28 pr Figura 29 


С 
| 
| 
| 
! 
| 
| 


"|. 
А | 
“Figura 30 Figura 31 | 


Para que o barco parta do ponto А da margem e chegue ao ponto B da 
margem oposta, seguindo a trajetória AB em relação à Terra (margens), a 


velocidade do barco em relação à Terra V deve apontar na direção da reta 
AB. 


Os diagramas vetoriais das Figuras 28, 29 e 30 mostram trés situações 
distintas que satisfazem a relação vetorial eq1. Entretanto, dentre elas, em 
qual teremos o menor módulo para o vetor U ? Ora, quando o vetor U 
representar a distância mínima entre o ponto P e a reta AB, isto é, quando U 


for perpendicular à direção AB como mostra a Figura 29. Das Figuras 29 e 
31, temos: 
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Una È Portanto: U da 
sen a = = == > ortanto: min = FS 
Vo ҹа? +b? ya? +b? 


Questão 42 

Solugáo: Considere os seguintes parámetros: 

й = velocidade da lancha em relagáo à água; 

V = velocidade da água (correnteza) em relagáo á Terra; 
W = velocidade da lancha em relação à Terra. 


Da relatividade de Galileu, podemos escrever: W=U+V (eq1) 


B С а 
i loj 
V 
| V 
V b 
? R Д 
Я Ww W W 
E | X y 
A ` Wx 
Figura 32 Figura 33 


A relação vetorial eq1 pode ser vista graficamente na Figura 32, onde a 


velocidade resultante W da lancha já aponta exatamente na direção AB 
visada. 
Sejam BC =a, AC=b e т a duração da travessia. 


Das Figuras 32 e 33, vemos que: 

АС = мут => b=(useno)t (eq2) 

BC=wxT > a=(u.cosa-v)T  (eq3) 
Usando sen?a + cos?a = 1, eliminamos o ángulo a nas relações eq2 e eq3, e 
caímos na seguinte equação do 2? grau na variável т: 

(u? —v2).4? — (2va)« — (a? +62) = О 

16.3? – 187 – 13 = 0 

Resolvendo a equação do 2? grau, encontramos т = 1,625h = 1h37min30s 


Questão 43 — Travessia com vento na bandeira 


Solução: Considere os seguintes parâmetros: 
Var = velocidade do barco em relação à Terra; 


Vev = velocidade do barco em relação ao vento; 
Мв = Velocidade do vento em relação ao barco; 
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мут = velocidade do vento em relação à Terra. 


A bandeira do barco aponta na direção da velocidade do vento em relação ao 
barco Vs. Logicamente que os vetores Vey e Vw têm mesmo valor, 


mesma direção e sentidos opostos como mostrado na Figura 34. 


Da relatividade de Galileu, podemos B 
escrever: 


var 7 vay + Уут (691) 


A relação eq1 é mostrada graficamente na 
Figura 34. 


Da geometria do problema, vemos que 
17Y porque são alternos internos. 


Adicionalmente, temos: Ө + y + q = 180? 
8+(90º- a) + (180° В) = 180% > 
0=B+a-90º (ед2) 


Pela lei dos senos, podemos escrever: Figura 34 
ы Ma > Ver ga PA NR шш 
senü seno sen(g+a-90º) sen(180?-8)  sen(p-a-90?) senp 


(eq3) 
No referencial da Terra, o barco se move com velocidade Ver e percorre a 
distância AB num intervalo de tempo т tal que: AB = Ver.t (ед4). 
Como a largura do rio vale BC = L, então АВ = Шѕепа (eq5) 
Substituindo ед5 e eq3 em едй, vem: 

L _ U-sen(a+B-90%) , EN M L-senf 

sena senp u.sen(a + В — 90? ).sena 
Assim, determinamos o tempo т da travessia desse barco. 


AB = Vgr.t => 


Questão 44 — Resolução 
Solução: Considere os seguintes parâmetros: 


Y = velocidade do barco em relação à Terra; 


U = velocidade da água em relação à Terra; 


W = velocidade do barco em relação à água. 


O tempo que o barco gasta nessa travessia 
pode ser determinado por: 


AB L = 
t=—, com sena = == > B= 
у АВ sena 
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Da lei dos senos, lembrando que sen(180?-x) = senx, podemos escrever : 
и v u v E= w.senp! 


= ж» — ——— = 
seno senp sen[180? —(a+P)] ѕепр | —sen(a+p) 
Assim, finalmente, podemos escrever: 
— r » p | 
AB L/sena L sen(a+ß) 
{  — = — _ => t = -= —_ 
v _u-senß и sena-senf 
sen(a + p) 


| . 44 

Questão 45 – Biatlon otimizado — 1? resolução: 

Solução: Admita que o banhista fará o percurso ABD mostrado na figura. 
Nesse caso, o tempo da travessia será dado por: pus 


АВ ВО 13-x ү16+х? = p= 29- 3х+5 16+%2, (eq) 
Y V2 5 3 à 15 


Para que o tempo t da travessia seja mínimo, devemos minimizar o valor do 
parámetro y dado por: 


у = -3x +516 +x (eq2) 
Desenvolvendo, vem: 


у+3х=5416+х2 > (у+3х}2 = 52|16+х2| =52(16+x?) 
16х2 – бху –у2 +400=0 > 16.х2 —(6y).x + (400-y?)=0, (е3) 


тагдет р 
Л 
ГА. 
o» l 
água © | 
су <, 14m 
v fn П 
V2 | 
Vi 0 
А El в/ С 
<——-———}» 
13-х x 


Assim, encontramos uma equação do 2º grau na variável x. Como a distância 
x na figura deve ser um número real, devemos ter: 


A20 > 36y^- 4-16-(400-y?)>0 > y?2256 > y216. 


Dessa forma, concluímos que o menor valor positivo do parâmetro vale 
Ута = 16. Esse valor de y ocorrerá para qual valor da distância x ? 


Substituindo y = 16 na equação eq3 e resolvendo a equação do 2? grau, 
obtemos x = 3 m. 


Se o valor de x encontrado para minimizar o tempo de travessia do banhisla 


8 Respostas e Soluções 307 


fosse maior do que 13 m (x > 13 m, ou seja, o ponto B gostaria de estar à 
esquerda de A, o que é impossível visto que o movimento já começa em A), o 
banhista em A deveria pular logo na água e nadar direto no percurso AD. 
Como o valor de x encontrado está no intervalo 0 < x < 13 m, o banhista em A 
deverá correr 10 m até atingir o ponto B para, em seguida, nadar 5 m no 
trecho BD. Assim, o tempo mínimo para a travessia ABD vale: 

AB BD 10m 5m 11 


t == = + =—s = 3,6675 
mno y U 5ms 3ms 3 


Questão 45 – Biatlon otimizado — 22 resolução: 

Solucáo: Observe a figura abaixo. Considere que o ponto B represente o 
banhista se movendo com velocidade V = 5 m/s ao longo da margem AC. Em 
qualquer momento, podemos posicionar um par de eixos cartesianos XY com 
a origem coincidente com o ponto B, com o eixo y sempre ligando os pontos 
B (banhista) e D (destino na margem oposta) enquanto B se move ao longc 
de AC. А velocidade de В, em qualquer instante, pode ser descomposta em 
duas componentes Vy e Vy, sendo que Vy = v.sena representa a velocidade 
instantânea de aproximação do banhista B em relação ao ponto D, enquanto 
Vx representa uma mera velocidade instantânea de rotação de В em torno do 
ponto D a qual não temos interesse. 

Queremos determinar até qual 


posição é mais vantajoso o banhista B margem D 

correr ao longo da margem com 

velocidade V = 5 m/s para, em ГЕ 
А : ; `; 

seguida, entrar na água e nadar com água oya) 

velocidade constante U = 3 m/s em > 


linha reta de В para D de modo a 
fazer о percurso ABD no tempo 
mínimo. 


VyX 
Note que, à medida que o banhista B АУРЕ РЬ. a e. 
vai se movendo de A para С, о mo ; 
Sistema Че  cordenadas XY vai Vx i 
girando, o ângulo DBC vai aumentando 


continuamente até 90°, enquanto seu complemento a vai diminuindo 
continuamente até 0°. 

Dessa forma, a velocidade Vy de aproximação do banhista em relação a D 
(Vaxx = Vy = V.sena) começa grande (quando B ainda está próximo de A e, 
portanto, a ainda é um ângulo agudo grande) mas y = V.sena vai diminuindo 
visto que a vai diminuindo à medida que В se aproxima de C. 

Ássim, só será vantajoso para o banhista se manter correndo ao longo da 
margem AC enquanto sua velocidade de aproximação em relação a D 
(Уу = v.sena) for maior do que a sua velocidade de natação U = 3 m/s, ou 
seja, enquanto v.sena > U = 3 m/s. 
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Na posição B na qual ocorre a igualdade Vy = v.sena = U = 3 m/s, o banhista 
deve entrar na água e prosseguir a nado com velocidade constante U = 3 m/s 
na direção AD até atingir sua meta D. Caso o banhista equivocadamente 
insista em prosseguir a partir dessa posição correndo ainda ao longo da 
margem, ele estará se aproximando da meta D com velocidade de 
aproximação Vy = у.ѕепа < 3 m/s e, portanto, não estará minimizando seu 
tempo de travessia. 


Do exposto, a posição B que minimiza o tempo do percurso ABD é tal que: 
v.sena = О = 3 m/s > 5.sena=3m/s > sena = 3/5 e, portanto, cosa = 4/5. 
Da geometria no triângulo DBC, com CD= 4 m, a partir dos valores sena e 
cosa determinados anteriormente, facilmente encontramos que BD = 5 т, 
BC=3m e AB=10m. Assim, o tempo mínimo para a travessia ABD vale: 
tap = AB, BD _ 10m , 5m 11 
V U 5m/s 3m/s З 
\ idéia genial para essa 2? resolução me foi enviada por um amigo da internet 


chamado João dos Reis, de Minas Gerais. Agora ele está cursando Física na 
USP. Parabéns, João ! O 


Questão 46 — Resolução: 
Solução: Observe a figura abaixo. Considere que o ponto B represente 0 
carro se movendo com velocidade n.V ao longo do asfalto AC. Em qualquer 
momento, podemos posicionar um par de eixos cartesianos XY com a origem 
coincidente com o ponto B, com o eixo y sempre ligando os pontos B (carro) 
e D (destino no terreno arenoso) enquanto B se move ao longo de AC. 
A velocidade de B, em qualquer instante, pode ser descomposta em duas 
componentes Vx e Vy, sendo que Vy = n.V.sena representa a velocidade 
instantânea de aproximação do carro B em relação ao ponto D, enquanto Vx 
representa uma mera velocidade instantánea de rotação de B em torno do 
ponto D a qual nào temos interesse. 


5 = 3,6675 


Queremos determinar até qual posigáo é D 
mais vantajoso o veículo B se mover ao А 
longo do asfalto сот velocidade n.V рага, mE A 1 
em seguida, passar para a areia e e 

© 


prosseguir com velocidade constante V em 

linha reta de B para D de modo a fazer o «Sa 
ini O 

percurso ABD no tempo mínimo. + | 


V : 
Note que, à medida que o carro B vai se A SA pic 
movendo de A para C, o sistema de - d " CA > 
asfalto 


cordenadas XY vai girando, o ângulo DBC 
vai aumentando continuamente até 90°, 
enquanto seu complemento a vai diminuin- 
do continuamente até 0°. Figura 1 
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Dessa forma, a velocidade Vy de aproximação do veículo em relação a D 
(Vagox = Vy = n.V.sena) começa grande (quando B ainda está próximo de A e, 
portanto, а ainda é um ángulo agudo grande) mas Vy = n.V.sena vai 
diminuindo uma vez que а vai diminuindo à medida que B se aproxima de C. 

Assim, 50 será vantajoso para o carro permanecer na via asfaltada enquanto 
sua velocidade de aproximação em relação a D (Vy = n.V.sena) for maior do 
que a sua velocidade V no terreno arenoso, ou seja, enquanto n.V.sena > V. 


Na posição B, na qual ocorre a igualdade n.V.sena = V, o motorista deve 
entrar no terreno arenoso e prosseguir com velocidade constante V na direção 
BD até atingir sua meta D. Caso o motorista equivocadamente insista em 
prosseguir a partir dessa posição ainda se movendo ao longo da via 
asfaltada, ele estará se aproximando da meta D com velocidade de 
aproximação Vy = n.V.sena < V e, portanto, não estará minimizando seu 
tempo de percurso. 


Do exposto, a posição B que minimiza o tempo do percurso ABD é tal que: 
nVsena=V = sena= 1 
п 
Do triángulo auxiliar (Figura 2), o teorema de Pitágoras 


nos permite determinar que c — vn? —1 e, portanto: 


tga = 1 = _1_ | | 1 
с [B 4 A 
Assim, de volta à Figura 1, no ADBC, podemos pos 
escrever: 
BC Figura 2 
tga = DE TN. > BC = L 
MED vnd -1 


Questão 47 - 1? Solução: No referencial dos carros 

Essa avenida é percorrida por uma seqüéncia ilimitada de carros, todos se 
movendo com velocidade constante V (em relação à Terra). Segundo o 
enunciado, eles estão dispostos de forma que a distância livre entre dois 
carros consecutivos sempre vale a. Sendo ilimitada a sequência de carros, о 
pedestre necessariamente atravessará a avenida por uma trajetória retilínea 
que passa entre dois carros consecutivos. 


Para atravessar a avenida na iminéncia de ser atropelado, o pedestre deve 
seguir uma trajetória retilinea que tangencie a extremidade esquerda de um 
carro e a extremidade direita do carro seguinte. 

A Figura 35 mostra como deve ser essa trajetória seguida pelo pedestre no 
referencial dos carros, ou seja, no referencial em que os carros encontram-se 
parados. A velocidade do pedestre em relação aos carros deve 
necessariamente apontar na direção da reta AB mostrada na Figura 35, cuja 
inclinação está bem definida pela relação tga = b/a, já que a e b são dados no 
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problema. 
E 4 
1 x 
| Nº b 
| Y» а 
t стл а 


Figura 35 — Trajetória do pedestre no referencial dos carros na iminência de ser atropelado 


Essa trajetória mostrada na Figura 35, porém, ainda não garante que о 
pedestre esteja atravessando a avenida usando velocidade mínima. Para que 
essa condição também seja satisfeita, considere os seguintes parâmetros a 
seguir: 

Мес = Velocidade do pedestre em relação aos carros; 


Ve, = velocidade do pedestre em relação à Terra; 
Vic = velocidade da Terra em relação aos carros. 
Мет = velocidade dos carros em relação à Terra. 


-Ogicamente que as velocidades Vic e Ver tém mesmo valor, mesma 
direção e sentidos contrários. Adotaremos V = Ve e Vre = М. 


Da Relatividade de Galileu, podemos escrever: Voc = Vpr + vc (691) 


As Figuras 36 e 37 mostram diagramas vetoriais representando a relação еді. 
Em todos os diagramas, a velocidade Vic = Vo é fixa, já que ela foi fornecida 


no enunciado do problema. A velocidade Ypo não tem módulo fixo e encontra- 


se apoiada sobre a reta AB mostrada na Figura 35 (para que o pedestre 
atravesse a avenida na iminência de ser atropelado - Figura 35) 
O vetor Y tem origem no ponto P e extremidade em um ponto qualquer 


sobre a reta AB a ser determinado. 


Figura 36 Figura 37 
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Assim, observando as Figuras 36 e 37, vemos então que Vpr tem direção e 
módulo variáveis. Em outras palavras, existem vários pares de velocidades Vpe 
е Ver que permitem o pedestre atravessar a avenida da forma mostrada na 
Figura 35, isto é, na iminência de ser atropelado. 

Entretanto, como o enunciado do problema pede que a velocidade Ў.т do 


pedestre em relação à Terra seja mínima, esse condição é satisfeita quando 
Vpr aponta perpendicularmente à reta AB, como pode ser visto na Figura 37. 


Isso porque a menor distância entre um ponto e uma reta 
sempre é determinada pelo comprimento do segmento de 


reta que parte desse ponto e é perpendicular à reta em 
questão. 


_ а y 
S х? 
No b 
ya 
RE a 
Figura 38 
Do triângulo retângulo na Figura 37, temos: 
V-b 
Ver = Vpe.Sena. =>  Vbrmin= PRA (eq2) 
Ja +b 


Assim, a velocidade mínima que o pedestre pode desenvolver, em relação 


Terra, para conseguir atravessar a avenida na iminência de ser atropelado 
dada pela relação ед2 acima. 


о. 0 


Para calcularmos o tempo que durará a travessia, precisamos determinar o 
deslocamento sofrido pelo pedestre no referencial desejado, bem como a 
velocidade do pedestre nesse mesmo referencial. Do quociente entre essas 
grandezas, acharemos o tempo gasto na travessia. Como o tempo gasto na 


travessia é о mesmo em qualquer referencial, optaremos por calculá-lo no 
referencial dos carros. 


Nesse referencial, qual o desiocamento AB sofrido pelo pedestre ? Ora, da 
Figura 38, temos: 


2 2 

‚а? «b 

АВЕРС ue E ыз даа TO (евз 
sena b b 
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Qual a velocidade Vpr desenvolvida pelo pedestre no referencial dos carros, 
na condição de Vprmin ? Da Figura 37, vem: 


уза io A (ем) 


ya? +b? a? +b? 


Assim, a duragáo da travessia, no referencial dos carros, vale: 


Мес = Мс.Соѕа = 


ya? + b? 
Finalmente, está resolvido o problema. 


Logicamente que, quando passamos do referencial dos carros para o 
referencial da Terra, as velocidades dos móveis, bem como as suas 
trajetórias, mudam bastante. A Figura 39 mostra as velocidades do carro e do 
pedestre em relação à Terra, extraídas diretamente da Figura 37. 


B 
q ol м. | A Eat i 
VO” 
=p e 
AU 
A 


Figura 39 — Deslocamentos dos móveis vistos de um referencial na Terra, 
na condigáo de travessia com velocidade mínima. 


Como vemos na Figura 39, a trajetória do pedestre no referencial da Terra 
aponta na direção de Ver, sendo, portanto, perpendicular ao segmento AB. 
No referencial da Terra, no mesmo tempo que o pedestre leva para percorrer 
a distáncia PE, o pára-choque dianteiro do carro de trás percorre a distáncia 
ОЕ. Essa é a visáo da movimentagáo do pedestre e dos carros no referencial 
da Terra. 


Questão 47 - 2º Solução: no Referencial da Terra 

Observe os deslocamentos do pedestre Р e dos carros па Figura 40, no 
referencial da Terra. Nesse referencial, sabemos que para conseguir 
atravessar a avenida na iminéncia de ser atropelado, o pedestre em P terá 
que percorrer a distáncia PE no mesmo tempo em que o pára-choque 
dianteiro do carro de trás percorrer a distáncia QE. Para todos os efeitos, 
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ainda não sabemos nada sobre o ângulo EPQ na Figura 40, visto que 
acabamos de iniciar uma nova resolução do problema. 


ES = шо аі, 
Bb = a "8 | - 
MT ан 
rm xp zu =a 
„Ха 
А 


Figura 40 — Análise pré-eliminar no referencial da Terra 


А seguir, determinaremos a condição para que P e О cheguem ao ponto E 
simultaneamente (no referencial da Terra). Para simplificar a notação, desse 
ponto em diante adotaremos Ver = U е Мет = У. 


Figura 41 


Enquanto o pedestre vai do ponto P ao ponto E (no referencial da Terra), ele 
sofre um deslocamento igual a b na direção у, movendo-se com velocidade Uv 
naquela direção. Assim, o tempo t gasto pelo pedestre nesse deslocamento é 
dado pela relação: 

b -Uvt (eq6) 
Na direção x, o pedestre se move com velocidade relativa V-Ux em relação 


aos carros (Figura 41) e, durante esse mesmo tempo t de travessia, sofre um 
deslocamento horizontal a dado por: 


а = (V-Ux)t (едт) 


Note que РЕ é а deslocamento do pedestre по referencial da Terra no qual 
as carros também estão se movendo; enquanto PQ é o deslocamento do 
pedestre no referencial dos carros (ou seja, no referencial em que os carros 
estão parados). O tempo de deslocamento, porém, é o mesmo em qualquer 
referencial. 


Isolando t em eq6 e substituindo em eq7, vem: 


aU,*bUy-bV >  Ux=V- 20, (ед8) 
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A relação ед8 acima é a condição para que o pedestre chegue ao ponto E (no 
referencial da Terra) juntamente com o ponto Q, isto é, na iminência de ser 
atropelado. A relação eq8, entretanto, nào garante que a travessia seja 
realizada com o pedestre desenvolvendo velocidade mínima (Umi). E fácil ver 
que existem infinitos pares ordenados (Ux, Uv) que satisfazem a relação eq8. 
Devemos encontrar dentre todos os pares ordenados (Ux,Uv) que satisfazem 
a relação ед8, aquele que minimiza o módulo da velocidade U dado рог: 


u = JU + u? 
Da teoria de vetores, мет: U?= Ш + 02 


(ед8) 2 
U? = 2 +U? = (у-20,) + №, desenvolvendo, vem: 


y? - [m3] - u (250) + + М2! (eq9) 


О 2? membro da ге!асао ед9 trata-se de uma їипсао do 2° grau na variável na 
variável Uy. Seu gráfico é uma parábola com concavidade para cima e, 
portanto, admite um valor mínimo para U? dado pela expressão: 


_ ZA _ (В? –4АС) _ 3АС-В?° 


u2. 
min SZA 4A 4A 
2 `2 
dfi guo. ( 22V) m 
u - b*) \ b / — (44a -4a)V? _ БМ 
ы а? 4b? +4а? а? +b? 
4 > 
b 


b.V 


Unin = === (eq10) 
T" {+ 


Como sabemos, as coordenadas do vértice de uma parábola sào: 
Xvértice = —B / (2A) е Yvénice =-A/ (4A) 


Eu usei acima o resultado do Y venice para determinar Umin. 


Agora posso usar о Xvertice para determinar o valor de Uy que minimiza essa 
função U? dada por eq9. Assim, temos: 
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O tempo de travessia do pedestre é dado então por: 


jets > HRA 
U a E b 5 у у b a 
Y суу 
а“ + 

А velocidade mínima do pedestre foi obtida de forma muito mais concisa e 
elegante na 1? resolução, quando fizemos uso da geometria plana nas 
Figuras 36 e 37 para determinar a orientação do vetor Ver que minimizaria o 
seu módulo. Soluções geométricas, em geral, são sempre mais económicas 
do que soluções puramente analíticas (algébricas). A dificuldade, entretanto, é 
visualizá-las. Encontrar a saída geométrica para um problema de máximo e 
mínimo requer uma certa habilidade que o leitor só adquire com o tempo e 
com dedicação. 


Questão 48 — Resolução no referencial do caminhão 

No referencial do caminhão, ele próprio encontra-se parado (© não é incrívt 

15515 ?). Para efetuar essa mudança de referencial, somamos a velocidad: 
«-8nys à velocidade do caminhão e também à do pedestre. Nesse referencial, 
para que o pedestre consiga atravessar a estrada com velocidade mínima 
(fisco máximo), ele deve estar tangenciando a extremidade A do parachoque 
dianteiro do caminhão ao chegar ao outro lado da estrada, seguindo a 
trajetória PA mostrada na figura 1, de S.A 

inclinação p tal que tgp = 2/4 = 1/2. 

Para se obter essa trajetória, a 


velocidade V do pedestre, somada 
velorial-mente com esse «-8m/s deve 
totalizar dar uma velocidade resultante 
К ao longo da reta PA. 


Para satisfazer essa condição da AMS] 
trajetória, a velocidade do pedestre PS 


pode ser qualquer vetor Vcom origem 
sobre a reta PA e extremidade no ponto ‚ 
B (veja Figura 1). Dentre todos os vetores possiveis, qual deles terá menor 
módulo ? Ora, o vetor Vin perpendicular à reta AP, isto é, aquele cujo módulo 
fornece a menor distância entre essa reta e o ponto B (Figura 2). 


Figura 1 


N 


+ 4m —P 
Figura 2 Figura 3 
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Da figura 2, podemos determinar Vmin a partir de senf. Sendo tgp = 1/2, como 
achar ѕепр ? Do triângulo auxiliar da Figura 3, podemos achar c pelo teorema de 


1 
Pitágoras c=V22+1=5 e, assim, determinamos ^ senp- TES 


Do triángulo das velocidades na Figura 2, podemos escrever: 


845 


1 min > Vmin = m/s 


senp = E 8 Б 
Da figura 2, vemos que a + B = 90? e, da Figura 3, concluímos que tga = 2. 


Questão 49 
Solução: Observe na figura as componentes das velocidades das lanchas А 
e В na direção BA (eixo). A lancha B move-se com velocidade V nessa 
direção BA, ao passo que a lancha A move-se com velocidade V.cosa nessa 


lireção BA. A 

Sendo V > V.cosa, vemos que o Se 

onto В está se aproximando do A Pd 
NATUR 


sonto A, ou seja, a distância BA entre 
eles está diminuindo com velocidade: 


Vrelag = V — V.cosa = V.(1-cosa). 


as MO) 


N 
N 
[o] 


Por outro lado, o ponto C (projecáo de d 
B sobre a trajetória da lancha A) 
move-se na direção CA сот 
velocidade V.cosa, enquanto a lancha 
A move-se na direção CA com 
velocidade V. Sendo V > V.cosa, 
vemos que A está se afastando de C, ou seja, a distância CA entre eles está 
aumentando com velocidade: 

Vrelca = V- V.cosa = V.(1-cosa). 
Assim, como BA diminui no mesmo ritmo com que CA aumenta, a soma 
S = CA + BA dessas distâncias permanecerá constante durante o movimento 
das lanchas. 
No instante inicial, os pontos A e C coincidiam e a soma S era dada por 
S=CA+BA=0+d=d. Após um grande intervalo de tempo, B coincidirá 
com С, e a soma S valerá: 

S=CA+BA=x+x=d 

Portanto, a distáncia x que separa as lanchas, ao final, valerá x = d/2 = 3 km. 


Questáo 50 
Solugáo: O movimento completo de cada tartaruga pode ser interpretado 
como sendo uma composição de dois movimentos independentes, descritos a 
seguir: 
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1) Cada tartaruga descreve um movimento circular com velocidade tangencial 
Мт = V.sena (veja Figura 42); 

2) Cada tartaruga move-se radialmente em direção ao baricentro do triángulo 
equilátero (Figura 42), com velocidade Vn = V.cosa, isto é, a circunferência vai 
atrofiando, gradativamente, até ser reduzida ao seu baricentro. 

Em síntese, o triângulo equilátero (Figura 42) vai girando sobre uma 

circunferência de raio x decrescente. Ao final, quando a circunferência atingir о 

seu centro (baricentro do triângulo), as três tartarugas terão se encontrado 

naquele ponto. 

Logicamente, o triângulo permanece eqüilátero, à medida em que vai girando 

em torno do seu circuncentro, devido à perfeita simetria do problema, em 

especial, o fato de todas as tartarugas se moverem com velocidades 
escalares de módulos iguais. 

Assim, para determinar o tempo que as tartarugas levam para se encontrar, é 

suficiente analisar apenas o movimento radial de uma delas: basta calcular o 

tempo que qualquer uma delas leva para caminhar em MRU sobre um raio, com 

velocidade VR = V.cosa, com a = 30º, até atingir o centro da circunferência. 


2 1З 2 LJ3 


distância x 3 2 32 ¿2L 
= ——— = — = Dm = == > Т = =— 
velocidade Ме  V.cos30? ууз ЗУ 
2 
ы e | _ 
pw ; y 
К L y ч hw L g 
/ VR ` + d 
> Pod 
X y V 
у X V 
1 y L 
Ne L У 
Figura 42 Figura 43 


Lembrando que o "movimento completo" descrito por cada tartaruga, durante 
o intervalo de tempo determinado acima, é uniforme com velocidade escalar 
V, a distância d percorrida por cada uma delas (Figura 43), até se encontrarem, 
é dada por: 
2L 2L 
=> 
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Questão 51 — Four Crazy Turtles 
Resposta: a) a/v ,b)a 


Questão 52 - 1º Solução (Não deixe de ler a 2º solução também) 

O rolamento da roda ao longo do solo horizontal pode ser interpretado como a 

composição de dois movimentos parciais independentes: 

1) uma translação horizontal, com a mesma velocidade do centro O (Figura 44) 

2) uma rotação simples ao redor do centro O, com velocidade tangencial V' a 
ser determinada ( Figura 45). 

Superpondo esses dois movimentos componentes, obteremos o movimento 

completo de rolamento (Figura 46). Para obter a velocidade de cada um dos 

pontos A, B, C e D, devemos achar a resultante das velocidades de rotação V 


e translação V' em cada um. : 
в V B V BV Vv 
> mp 


Pi N у, Z SN Y y ; \ 
/ o: \с | o Vo А |! о ic у 
vM V V \ ! / у у 
\ $ y № Н А "E X ! y 
S D 4 е р / EN D, 
— z V He < =— — 
y’ y V 
Figura 44 — Translagáo Figura 45 — Rotação Figura 46 — Superposição 


O enunciado, porém, afirma que a roda gira sem escorregar. O que isso 
significa na prática ? Ora, que o ponto da roda que está em contato com o 
chão, em cada instante, está momentaneamente parado em relação ao solo, 
isto é, Vp = 0. Portanto, pela Figura 46, podemos escrever : 


М№= 0 > V-V =0 > V'=V 
Com isso, vemos que as velocidades de translação e de rotação V e V' são 
iguais em módulo e, assim, determinamos a velocidade resultante de cada 
ponto, em função da velocidade V de translação do centro O da roda, nas 
figuras a seguir: 


Figura 47 Figura 48 
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Assim, efetuando a soma dos vetores em cada ponto (Figura 47) , obtemos: 


Va= Ves VV? 4 V? = v2, Va=V+V=2V, Vo=0 
Vo=0+V=V (note que o centro O da roda não apresenta velocidade de 
rotacáo V' na Figura 45). 

Em linhas gerais, todo movimento de um corpo rígido pode ser interpretado 
como a superposição de uma translação pura com uma rotação pura em torno 
de um centro de rotação fixo. 


Questão 52 - 2° Solução (Não deixe de ler): 
А Figura 48 mostra uma forma alternativa de resolver esse problema sem 
precisar decompor o movimento completo em uma rotação + translação, 
fazendo uso do conceito de “centro de rotação instantânea”. Para isso, basta 
perceber que: 
Todos os pontos da roda estão, momentaneamente, girando em torno do 
“centro de rotação instantânea” (ponto D de contato entre a roda e o plano 
horizontal - Figura 48) com a mesma velocidade angular о: 

E MA ME = MO сй (ед1) 

Ra Re Rc Ro | 

onde os raios RA , Re, Rc e Ro são os chamados “raios de giração, isto é, a: 
distâncias de cada um dos pontos A, B, C e O ao “centro de rotação 
instantânea” D, conforme a Figura 48. 


Determinando-se os valores dos “raios de giração” pela geometria da Figura 
48, podemos novamente determinar as velocidades dos demais pontos А, Ве 
С сот base na velocidade do centro О da roda em relação а Тепа, 
Vo = V, que já é fornecida no enunciado. 

Va № _ Ve № Va 


Donde vem: Va = Vc = V./2 „Мв = 2\/ 


Em qualquer caso, o “centro de rotação 
instantánea" é o ponto em ге!асао ao qual todos 
os demais pontos do corpo rígido estão 
executando movimento de rotação instantânea 
(rotação pura, sem translação). Se o corpo rola 
apoiado em alguma superfície, o “centro de 
rotação instantânea” é o ponto de contato entre o 
corpo e a superficie. 


Vo=0 


А Figura 49 generaliza o cálculo da velocidade de 
pontos quaisquer de um disco circular que rola 
sobre uma superfície, determinando a velocidade | Edi 
Ve de um ponto P qualquer da roda em função de V, R e do raio de giração Rg 
daquele ponto. A relação eq1 permite escrever: 


Figura 49 
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(eq2) 


Vale ressaltar que o centro de rotação instantánea poderá estar localizado 
dentro ou fora do corpo rígido. Para aprender mais, veja a 1? resolução da 
questão 62. Em qualquer caso, o "centro de rotação instantánea" pode ser 
determinado com base na seguinte propriedade: 

Os “raios de giragáo”, que ligam cada ponto do corpo rígido ao “centro de 
rotação instantánea", são sempre perpendiculares à velocidade instantânea 
de qualquer ponto do referido corpo. Veja com atenção as Figuras 48 e 49. 


As Figuras 48 e 49 ratificam que, em linhas gerais, o movimento de qualquer 
corpo rígido também pode ser interpretado como sendo, instantaneamente, 
uma rotação pura em torno de um centro de rotação instantâneo. 


Questão 53 - Resposta: 


RECORRER V.R-r TUNES 
vas МВт), ve = VAR e (R ) vo = Va en) 
r r 


Questão 54 - Solução: 

a) Instantaneamente, todos os pontos da roda estão girando em torno do 
centro de rotação instantânea S como mostra a figura. Sendo a ângulo 
externo do triángulo POS, vemos que Ө + Ө = a, portanto Ө = 0/2. O raio de 
giração Re do ponto P é a distância PS desse ponto ao centro de rotação 
instantáneo S, sendo dado por: 


Re = R.cos0 + К.со50 = Re = 2К.соѕ(0/2) 

(ед1) 
О raio de giracáo Ко do ponto О (mostrado 
na figura da questão) é a distância QS desse 
ponto ao centro de rotação instantâneo S, 
sendo dado por: 


Ка =2R.cosB (eq2) 


Assim, podemos escrever: 
esie les Tos ; 
Re Ra Ro | 
Vo Va у 


2R.cos(a/2) 2R.cosB R 
Portanto: Vp=2V-cos(0/2) = v/2-(1+cosa) e  Va-2V-cosp 


b) Para que Va seja máximo, cosB deverá ser máximo, portanto В = 0º. 
O ponto da roda com máxima velocidade é ponto mais alto da roda. Ele tem 
raio de giração 2R e velocidade instantânea 2V. 
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Questão 55 - Solução (veja Apéndice 11 sobre Rolamentos) 

instantaneamente, todos os pontos da roda estão girando em torno do ponto 
O de contato entre а roda e o solo com a mesma velocidade angular о. 
Assim, a relação eq2 (página 320) nos permite escrever : 


oze. УР 
Re Rp 
c Ve 
os Ye. Ne = 
R R-r 3 X P Ve Vp 
RN e—a 
Ve _ 10cm/s e 5 P 
40cm 10cm aa NU/ Be 
Vc = 40 cm/s 9 EN" —Ó— 


Portanto, vemos que a velocidade do centro C da roda (em relação ao solo) 
vale Vc = 40 cm/s. Como o ponto P da roda se move com velocidade 
Ve = 10 cms, temos que o centro C da roda se aproxima do extremo Р da linha, 
com velocidade relativa: 
Vag = Vc- Мр = 40-10=30 cm's. 

Assim, a distância horizontal L = 1,2 т = 120 cm que separa P e C ser? 
coberta em quanto tempo ? 

L 120 cm | 


At= АН Жы балд Sã 
VREL 30 cm/s 


Após 4 s, toda a linha estará enrolada no carretei. 


Questáo 56 - Solucáo 
Os pontos A, B e C tém velocidade, no referencial da Terra (Figura 50), 
entretanto, no referencial do ponto B, o ponto B não tem velocidade. Todos os 
demais pontos giram, instantaneamente, ao redor do ponto B (Figura 52), que 
será o centro de rotação instantânea dessa roda, nesse referencial. 


Va Va 2 
— бой» ес 
va À 
Vc Vc 2RN Cá Vc-Vp 
Co, Cê E \ q 
/ + | 
B Ve NR 
^ Ve В, Va , 
PORA —> B 
<——— Ma 
referencial da Terra migrando para o referencial do ponto B 
(Figura 50) referencial do ponto B (Figura 52) 


(Figura 51) 
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A fim de efetuar a mudança de referencial "Terra ponto B", devemos 
proceder como na Figura 51: dar, a cada um dos pontos A, B eCa 
velocidade Мв necessária para anular a velocidade do ponto B. Na Figura 52, 


quando finalmente a velocidade do ponto B é nula, já estamos no referencial 
do ponto B. 


A Figura 52 mostra as velocidades dos pontos A, B e С no referencial do ponto 


B. Sendo B o "centro de rotação instantânea nesse referencial, podemos 
escrever: 


NA euo Mee Vi. "EARS 


ns = = МА- Мв = 2Vc-2Ves > Мс = 
2R R 


Portanto, está determinada a velocidade Vc do centro C da roda, como 
mostrado na Figura 50. 


Q= 


Questão 57 - Resposta: Va = 60 cm/s «— 


Questão 58 - Resposta: 1 cm/s +e 8 cm/s + 


Questáo 59 — Solução: (veja apêndice 11 sobre rolamentos) 


a) A figura 53 mostra que todos os pontos do carretel transladam com a 
mesma velocidade w— do seu centro . A Figura 54 mostra a velocidade de 
rotação u dos pontos da periferia do carretel, bem como a velocidade u' de 


rotação do ponto a. O único ponto que não apresenta velocidade de rotação 
(Figura 54), logicamente, é o centro do carretel. 


ú, 
o 
a 
Ku ? 
u 
a Rotação 
Translação К 
Figura 53 Figura 54 


Como o carretel rola sobre o solo sem escorregar, o ponto b tem velocidade 
total (rotação + translação) nula em relação à Terra: 


= w-u=0 > w=u (eq1) 


Do movimento de rotação, vem: о = 
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Assim, compondo (superpondo) a translação com a rotação, o ponto A tem as 
velocidades mostradas nas Figuras 55 e 56. 


Figura 55 Figura 56 


Na direção tangencial ao cilindro interno (de raio r) do carretel, o ponto a tem 
velocidade tangencial (Figura 56): 


(eat) wr ( г 
Va-tangencial = W.COSa-U' = м.Сова — рс = deese a (eq3) 


Entretanto, segundo o enunciado, essa componente tangencial descrita em 
eq3 vale V. Assim, vem: 


Va-tangencial 7 “| cosa -&) =V > w= (е1) (еа4) 
` cosa - — 


b) Para que o carretel translade para a esquerda +, devemos ter: 


r r 
w<0 > ————— «0 >  cosa-— <0 = cosa«— 
r R R 
“COSA — — 
R 


aq>arccos(r/R) (ед5) 


À interpretação geométrica do resultando obtido algebricamente em ед5 é a 
seguinte: para cosa = г / В, o prolongamento do cordão (que tangencia о 
cilindro menor) passa exatamente pelo ponto m de contato entre o carretet e o 
solo (Figura 57). Assim, tanto a linha de ação da tração T exercida pelo fio 
quanto a linha de ação do peso P do carretel passam pelo ponto m, de forma 
que o momento total dessas forças em relação àquele ponto será nulo. Com 
isso, o cilindro não terá nenhuma tendência de girar em torno daquele ponto, 
ou seja, não terá tendência de rolar. Ele pode até escorregar ao longo do solo, 
pórem, sem rolar. 


Mas, e se a inclinação a. do cordão com a horizontal diminuir, como mostrado 
na Figura 58? Nesse caso, a linha de ação da tração T passará à esquerda do 
ponto m, ao passo que a linha de ação do peso P ainda passa por aquele 
ponto. Assim, o momento resultante das forças em relação ao ponto m será 
apenas o momento horário produzido pela tração T, de forma que o carretel 
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girará no sentido horário em torno do ponto m e, consequentemente, rolará 
para a direita—. 

Por outro lado, se a inclinação a da Figura 57 aumentasse, a linha de ação da 
tração T passaria à direita do ponto m, produzindo um momento total anti- 
horário em relagáo a esse ponto, levando o disco a rolar no sentido anti- 
horário e, portanto, rolar para a esquerda. Esse foi exatamente o resultado 
que obtivemos analiticamente na relação ед5 do item b desse problema. 


Figura 57 Figura 58 


c) Devemos determinar a velocidade do ponto A em relagào ao centro do 
carretel. A Figura 55 mostra que o ponto A tem as velocidades u’ v e w> 
em relação à Terra, ao passo que o centro do carretei tem velocidade w > 
em relação à Terra. Assim, a velocidade do ponto A em relação ao centro do 
carretel vale apenas и’ Z cujo modulo é obtido a partir das relações eq2 е 
eq4: 


TIU RPG an UR 
R (а-л) R.cosa -r 


d) Se o fio AB de comprimento L vai sendo "engolido" pelo carretel com uma 
velocidade dada por eq6, em quanto tempo At o fio estará completamente 
enrolado no carretel ? 


L L L.(R.cosa -r) 
= и. At = — = — ma "DD" + 
L=u-At > e LV > At EN (eq7) 
R.cosa —r 


Caso o leitor ache mais interessante, é possivel achar esse tempo em função 
da velocidade w de translação do carretel: 


L L LR 

= u. At = — = — == 

L u'- At = w^ wr > А Wi 
R 


O raciocínio desse item d é semelhante ao raciocínio da questão 55. 
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Questão 60 - Solução 

Seja A o ponto extremo esquerdo da roda, de onde se soltará a gota de barro, 
e C o centro dela. Conforme mostrado na Figura 59, ao se soltar, a gota de barro 
terá velocidades VT e V—, onde V > é a velocidade de translação do centro C 
da roda. Assim, a gota de barro permanecerá na mesma vertical do ponto A 
durante todo o movimento parabólico, visto que ambos compartilham da mesma 
velocidade horizontal V — em relacáo à Terra. 


Figura 59 


VIE A e. 
V V V 


n.2xR 

A condição para que a gota de barro caia exatamente sobre o ponto A, após a 
roda ter dado n voltas, é que o tempo gasto pela gota em seu movimento 
vertical ida e volta seja o mesmo tempo que a roda leva para percorrer 
distância horizontal D = n.2.7.R. O tempo gasto na vertical vale: 


Tven = V/g (subida) + V/g (descida) = 2V/g 


O tempo gasto para percorrer a distância horizontal D vale Тһ = D/v = n.2.7.R / V. 
Igualando esses tempos, temos: 


Tven = Thor => ud - DATA = v= /nuRg 
9 


Questão 61 

Solução: A pedrinha se deslocará do topo da roda traseira até o topo da roda 
dianteira descrevendo, no referencial do carro, a trajetória parabólica mostrada 
na figura. Nesse trajeto, a pedrinha sofre um deslocamento vertical h tal que: 


2 
h=(b-20)=95 (е1) 


onde t é o tempo de vóo da pedrinha. 

Nesse mesmo percurso, a pedrinha sofre um deslocamento horizontal x no 
referencial do caro que pode ser determinado pelo triángulo retângulo em 
destaque na figura: 


x= Je? -(p-a? -(b- af (eq2) 
Seja v> a velocidade de translacáo dos centro das rodas em relacáo à Terra. 
Na direção horizontal, a pedrinha tem uma velocidade horizontal 2v. em 
relação à Terra, mas tem uma velocidade vx = 2v – у = v no referencial do 
carro. 
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Assim, para o movimento horizontal da pedrinha, no referencial do carro, 
podemos escrever: 


x=vet 7 v.t (eq3) 


Isolando t em eq1, x em eq2 e substituindo em eq3, vem: 


x=vt > с? - (b -af Ue ШЕ 
(b - a) a Ni [gc «b -aXc-b-a) 


V s V 46-а) 


massa, né ? 


Кс *b-aXc-b«a) = v. 


Questão 62 — Problema da escada apoioada 
1º Solução: Usando o conceito de “centro de rotação instantânea” 


Os raios de giração Rg e К são perpendiculares às velocidades Ve e V (Figura 
60) e concorrem no centro de rotação instantânea O. Pela relação eq2 (veja 
resolução da questão 52 na página 319), vem: 


№ V (в. 


“RR > э н > реш 
Куо 
ҮЧЕ 
x 163) | H 
Q i 
VG Figura 60 
Es 


8 Respostas e Soluções 327 


?' solução — Usando o fato de que a escada tem comprimento constante 
Nessa análise, trataremos o movimento completo como composto de dois 
movimentos mais simples: uma rotagáo em torno de um ponto fixo (em 
relacáo ao corpo) e uma translação. 

Às extremidades da escada transladam com componentes de velocidades 
Ve.cosa e V.sena, como mostra a Figura 63, mas, em se tratando de um 
corpo rigido (indeformável), essas extremidades devem apresentar velocidade 
relativa de translacáo (Figura 63) nula entre si, visto que a distáncia entre elas 
permanece constante com o passar do tempo. Em outras palavras, elas 
devem apresentar velocidades de translação vetorialmente idênticas : 


Translagáo 


ES N 
2 
$ 
2 


^ 

> 4 
' e е 
Figura 61 Figura 62 Figura 63 

Assim, observando a Figura 63, podemos escrever: 


Vp .cosa = V.sena => Мр = М. tga 


Questáo 63- Resposta: Vx = 10 cm/s 


Questão 64 - Solução 
Inicialmente, precisamos determinar a posição do centro de rotação instantânea 
do corpo de formato triangular. Para isso, traçamos uma reta r passando pelo 
ponto A perpendicular à velocidade V desse ponto (Figura 64). 

B 


B 
е нене 
М 


Figura 64 Fiqura 65 
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Em seguida, traçamos uma reta s passando pelo ponto C perpendicular à 
velocidade desse ponto. O ponto de cruzamento das retas r e s é o centro de 
rotacáo instantánea do corpo naquele instante, no caso, o ponto O. 

Para determinar a orientação da velocidade Vs do terceiro vértice, ligamos о 
centro O ao ponto B (Figura 65). A velocidade VB desse ponto deve ser 


perpendicular ao eixo OB e com um sentido compatível com as demais 
velocidades do corpo, no caso, para a direita. 


Va Va Va com Rc = Ra = Вв.ѕепа, a = 30° 


Assim, podemos escrever: ву = = 
Ra Ra Re 


Ou seja, Ra = Re(1/2) = R8/2 e Ro=Rb/2 
V Me Мс 
“Roi? Ra R2 


> \в=2\/, Vc-V 


Questão 65 - Resolução 


O movimento dessa casca quadrada pode ser interpretado como uma rotação 
instantânea em torno de um centro de rotação P localizado fora da figura. Mas 
como encontrá-lo ? 


Ora, traçando-se uma reta r perpendicular a V passando pelo ponto A, e uma 
reta s perpendicular a Ve passando por B (diagonal do quadrado 
inferior), r e s se cruzarão no vértice P do quadrado de baixo tal que 
AD = DP = L. O ponto P será o centro de rotação instantáneo com raios de 
giracáo Ra = PA = 2L, Rs=PB=LV2,Rc=PC=LV5,Ro=PD=L. 
Assim, vem: 

V V V, 


V, v VA „V 
0=—= = =L . V, mo, Vo E 
2L E» E L AA AI PAE 
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Questão 66 — 1º Solução — No referencial da Terra 
No referencial da Terra, as extremidades A e B da barra giram em torno de 
um centro comum (Figura 66) com velocidade angular о tal que: 


Ул -Ye A 


TA в Va 


À proporção acima também confirma a | _ + 6—5» 
semelhança entre os 2 triângulos р 

mostrados na figura ao lado ©. Usando à \/ 
a propriedade das proporções, vem: pa 
ве Ул „ Ув МАУ q 
A h Ta lg L 


VA * Va Figura 66 


Questão 66 — 2º Solução — No referencial da extremidade В da barra 

Agora, resolveremos o problema no referencial da extremidade B da barra. 
Para passar do reverencial da Terra para o referencial da extremidade B, 
devemos parar essa extremidade acrescentando a ela uma velocidade 
instantânea -Vo suficiente para pará-la. 


ala 4) 


ak 


М+М 


Ds 


A Va Vg 


Vs 


E 


" 


Figura 67 Figura 68 


А mesma velocidade instantánea —Va deve ser acrescentada a todos os 


pontos da barra para que toda ela sofra a mesma mudanga de referencial 
(Figura 67). Acrescentando essa velocidade У à extremidade A, sua 
velocidade no referencial do ponto B passa a valer Vas = Va + Vs (Figura 68). 
Logicamente, a extremidade B está imóvel no referencial do ponto B. Nesse 
referencial, a extremidade A gira em torno de B com velocidade linear 
Vas = VA* Мв e raio de curvatura ras = L. Assim, no referencial do ponto B, a 
velocidade angular da barra é a velocidade angular da sua extremidade A: 


Vas Va +5. 
L 


TAB 


A velocidade angular do movimento de rotagáo da barra é a mesma em 
qualquer referencial que nào tenha velocidade angular, isto é, que náo exiba 
movimento de rotacáo. O referencial pode até transladar, mas sem rotacionar. 
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Para esclarecer, considere um referencial que gire com a mesma 
velocidade angular dessa barra, em torno do mesmo eixo de rotação dela. 
Nesse referencial, a velocidade angular dessa barra seria nula. 


Questão 67 — Solução: 

a) Como a barra tem comprimento constante, suas extremidades devem 
transladar com velocidades de translação idênticas em relação à Terra, 
portanto, da Figura 69, podemos escrever: 


Va-cosa = М.соѕВ (eq) 


А 
Vasena 
L 


Vg cos 


Ve senp 
Figura 69 


b) Como a barra executa movimento de rotação em torno do centro O (Figura 
70) com velocidade angular œ, podemos escrever: 


O«—— У —> p 
A«—— x —» 


Figura 70 


о = Ух зепо. = Ng:senp . Pela propriedade das proporções, vem: 


x 
E Vasena _ Vg.senp . Vasena + Vg.senf _ Va sena + Vo SENB_ Assim: 
х У х+у L 
Vasena  V,.sena + V,.se | 
A _ VA Sena + Vs.senp ы, E Va senal (ед2) 
х L V, -sena + Vs.senp 


Isolando Vs em ед1 e substituindo em ед2, vem: 


хе аш -— азе __ = A (ea3) 
«sena. + V¿.senf Va sena + ATE senp tga + 9P, 


A Figura 71 mostra a distribuição das velocidades de rotação de todos os 
pontos da barra de A a B. Vemos que a velocidade de rotação aumenta 
linearmente quando nos afastamos do centro O de rotação, cuja velocidade 
rotação é nula. O centro O só participa do movimento de translação da barra. 
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Mia o B 


c) Para determinar a velocidade angular da barra em torno do centro O, usamos 
o mesmo raciocínio da Questão 66. Nesse caso, não temos mais interesse 
nas componentes da velocidade associadas à translação (componentes 
longitudinais). Só nos interessam as componentes das velocidades transversais 
(perpendiculares) ao corpo da barra (mostradas na Figura 71). Assim, 
observando a Figura 70, vem: 


Figura 71 


ais Va sena =. Va.senß _ Va sena + V¿.senf  Va-sena + Vg.senp 
x y x+y L 


V,-cosa 


osB 


V, sena + senB 


Va sena + Vg.senf (99? 
L Б L 
Vasena.cosB + VAsenB.cosa _, eS V, sen(a + В) (eq4) 
L.cosp L.cosp 


0 = 


d) Há duas maneiras de calcular a distância ОО’ = с na Figura 72. A primeira 
delas é calculando a tga no triângulo retângulo AOO’: 


inei. аә eL E A > bol (005) 
с tgo. tga + tgp J tga tga + tgp, 
A segunda maneira de calcular a distância c = OO' = с é usando o conceito 
de velocidade angular œ’. Nessa 2? parte do problema, estamos considerando 
que, instantaneamente, todos os pontos da barra sofrem uma rotação pura 
(isto é, rotação sem translação) com velocidade angular œ em torno do centro 
instantâneo de rotação O' (Figura 72). 


ao 
^14 ыл 
£2 i 
Nd АХ 
/ 01 N 
T d * E 
к E/S зю 
! Pá IC T 
1 / | Na 
Va La 7 i a 
Ly Ы А 
aj O X e, у A B 
4 
A 
/ o py 
Figura 72 Ng 
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Nessa abordagem, a velocidade instantânea de rotação de cada ponto em 
torno do centro O' (Figura 72) já é exatamente a velocidade total de cada 
ponto. O ponto A tem velocidade total Va, enquanto o ponto O apresenta 
velocidade total Vo = Va.cosa 


Lembre-se da Figura 71 que o ponto O, na 1º parte do problema, não 
exibe velocidade de rotação. Ele participa apenas do movimento de 
translação da barra, movimento este no qual todos os pontos do 
corpo compartilham de uma mesma velocidade. Por esse motivo 
temos Vo = Va.cosa = Va.cosf. 


Observando a Figura 72, temos: 


ada do o осам (х) Мова), х 
а с Va Хѕепа / Va tga 

Beck “(ш\л cc SA (445 
tga tga + 196 ) tga tga + tgp 


H "n ^ P Já 
e) A velocidade angular о” instantânea dessa rotação em torno do centro O’ é 
calculada por: 


| VA Vo Ve 
“a с b 
Por simplicidade, usaremos a velocidade do ponto O: 


a= Уо _ Vacoso _ YA cosa ( sena serp) ЕЗ 


[0] 


c L L cosa cosBJl cos / 
m n =) Ud 
=Ma. (sena.cosB +senf.cosa) = Va. sen(o.- В) 
L.cosp L.cosp 


que coincide com o resultado obtido em ед4 ©. 


De fato, a velocidade angular da barra é sempre a mesma em relação a 
qualquer centro de rotação, em qualquer referencial que não exiba rotação 
também. 


Questão 68 -- Resposta 


a) Vs = 40 m/s b) y = 12,8 m c)x=7,2m d) œ = 2,5 radís 
e) Vm = 25 m/s 9с=9,6 т 9)а= 12 т h)bz 16 т 

) т= 10m 

j 30'т/5..40т/5 _25т/5 sogoom к) =% = 2,5 rad/s 


12m 16m 10m 
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Questão 69 — 1º Resolução — Decompondo em translação e rotação: 

a) Observe a figura abaixo. Vamos decompor o movimento da barra na 
superposição de uma translação + rotação (semelhante à resolução da 
questão 67 — parte 1). 


As extremidades A e B da barra têm velocidades de translação idênticas visto 
que a barra não estica, o que nos permite escrever: 


V.cos0 = О.соѕф, com $ = a*f).-0 (eq1) = М.соѕ = U.cos(u+f-0) 
У .соѕӨө 


= —————— (eq2 
cos(a +В – 0) (ea2) 
Q 
\ Á 
JOA, Мау / 
up / 
- Í 
R о) [0] 
Р Ras ас 
PV 
i xi 90-0 —90-c0-(o.-D) AN 
A L \ y H 
" + 
£ U 


С é В 
b) Usando o resultado da questáo 66, podemos escrever: 


Vay _ Vay _ Vay + Vey _ V.sen8-- Usenó 


Q= — = 


usando еді e eq2, vem: 
Ra Вв КА +в L 


, 


V.cos0 
V.senü + ——— ———— .sen(a +В – 0 
m cos(a + B — 0) (+9) 


L 


[sen6-cos(a + 9) + sen(a + – 0): cos8 ] 


Q= 


"T V 
L.cos(a + B — 0) 


E E ЕНЕРУ Ру 


L.cos(a +В — 0) 


V sen(a-* p 


aim L cos(a +В — 6) 
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Questão 69 — 2? Resolução — Usando centro instantâneo de rotação: 
a) Observe a figura abaixo: 


[9] 

A 

N 

ҳе a+ / 
AE 

R/ O 

Y \ Р 
Ny s 7 | 
O 0-0 аы 
А NO Totis L à 
Jg чеша. га Сы 1 


Pela Lei dos senos, podemos escrever: 


EN AA ARPA a 
ѕеп[90+0- (0+ В)] sen(90- Ө) соѕ(0+ 8 – Ө) cos0 


D cos 6 
R cos(a+B-0) (eat) 


Como A e B têm velocidades angulares instantâneas iguais em relação ao 
centro O, podemos escrever: 


VU Pet  V.cos0 V.cos6 
o==== = U=V.— = -——— > — 
R P R cos(a 4 В — 6) .  cos(a*p-8). 


b) Pela Lei dos senos, podemos escrever: 
L R E L R 


sen(a + B) É sen[90 + Ө – (œ+ B)] E sen(a + 3) 2 cos(a + p — 8) 


R- L.cos(a + B — 8) 
E sen(a.4- В) 


(eq2) 


Assim, da definição de velocidade angular w, vem: 


ei V sen(a + B) | 


V 
w=— (usando ед2, vem — 
R ( a ) > L соѕ(о +В ~ 0) 
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Questão 70 - Análise Teórica Sobre o Cone de Mach e Resolução: 

A Figura 73 mostra as frentes de ondas sonoras esféricas produzidas por um 
avião que se move com velocidade constante sobre a reta r. O avião ocupou a 
sequência de posições аз, az, аз, as, as e, no momento dessa imagem, ele se 
encontra exatamente sobre o ponto O. Para melhor entender essa figura, 
perceba que: 

Ao passar pelo ponto a:, o avião origina ali uma frente de onda sonora 
esférica. A partir desse instante, no mesmo tempo Т! que o avião leva para 
percorrer a distância a1O, o som originado em aí percorre a distância 
Ri=aibi e sua frente de onda esférica atinge um raio R1 = Vson.T:. 


Assim, temos: 


Figura 73 


810 = Мамас. Т1 e ал51 = Ri = Vsom. Ta 


sena = R = Meom-h = Мот = sena = Мот (eq) 
ао Vaviao-T1 Vavião г. . "avião 


p f menean: гут Үлү эттуу | 


1 


Em condições atmosféricas apropriadas, o Na água, as frentes de onda formam uma 
сопе de Mach se torna visível. Na verdade o calda divergente atrás da lancha, 
que se vê é umidade do ar condensada pela semelhante ao cone de Mach. 

ação da onda de choque e variação de 

pressão. 
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Da mesma forma, ao passar pelo ponto az, o avião origina ali uma frente de 
onda sonora esférica. A partir desse instante, no mesmo tempo Tz que a 
aeronave leva para percorrer a distância a20, o som originado em az percorre 


a distância R2 = azbz e sua frente de onda esférica atinge um raio 
R2 = Vsom. T2. 


A envoltória dessas frentes de ondas esféricas é um cone. No caso das ondas 
sonoras, esse cone é chamado “Cone de Mach". Figuras semelhantes a essa 
aparecem sempre que uma fonte de ondas viaja num meio com velocidade 
superior à velocidade de propagação daquelas ondas naquele meio. Assim: 

* Quando uma fonte sonora move-se através do ar com uma velocidade 
maior que a velocidade do som no ar (caça supersônico, veja foto), é 
produzido um cone de ondas sonoras; 

e Quando uma lancha se move na água com uma velocidade maior do que a 
velocidade de propagação das ondulações na superfície daquela água, 
uma figura semelhante será observada na superfície da água (veja foto); 

e Quando uma partícula eletrizada se move aceleradamente, ela é fonte de 
ondas eletromagnéticas. Portanto, ao mover-se através de um meio 
material (meio que contém matéria, portanto exclui o vácuo), com 
velocidade superior à velocidade na luz naquele meio, um cone de radiação 
eletromagnética semelhante ao Cone de Mach é produzido. É o chamado 
Efeito Cerenkov. Note que uma partícula pode viajar, por exemplo, na 
água, com velocidade superior à velocidade de propagação da luz na água 
e esse fato não viola a Teoria da Relatividade de Einstein, segundo a qual 
qualquer matéria, energia ou informação é incapaz de viajar no vácuo com 
velocidade superior à velocidade c de propagação da luz no vácuo. 


А х b; Figura 73 
S р bi 

Ainda observando o desenho do Cone de Mach da Figura 73, note que: 

* Quando o aviáo se encontra exatamente sobre o ponto a1, um observador 
localizado em b; ainda não ouviu o som emitido pelo avião, apesar de 
poder vê-lo. Isso porque o som só vai atingir o observador b1 no momento 
em que o avião atingir o ponto O. 

* Em outras palavras, enquanto o avião está passando pelos pontos ar, az, 
83, a4, OS observadores localizados nas posições b1, bz, ba, ba ainda não 
ouviram o som emitido pelo avião. Todos passarão a ouvir o som 
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simultaneamente apenas a partir do momento em que o avião atingir O 
ponto O. 


* O primeiro som do avião a atingir os ouvidos do observador localizado em 
b: será proveniente do ponto аз, portanto, instintivamente, assim que ele 
começar a ouvir o ruído da aeronave, o observador olhará rapidamente 
para trás, mirando a direção do ponto a1. Para surpresa dele, naquele exato 
instante, o avião já se encontra no ponto O. 


Finalmente, aplicando a relação eq15, facilmente se determina a velocidade 
de vôo da fonte sonora (avião supersônico) solicitada nessa questão: 
sena = Nsom EN 1. 340 m/s => Vaviño = 680 m/s 


2 Vavi&o 


aviáo 


Questão 71 - Solução 
Para compreender plenamente a resolução dessa questão, é aconselhável, 
previamente, ler com atenção a resolução comentada da questão anterior na 
qual o prof. Renato Brito expõe, exaustivamente, idéias importantes que serão 
utilizadas a seguir. ; 

O pleno entendimento da presente solução requer que o leitor tenha 
assimilado satisfatoriamente a solução comentada da questão anterior. 


Na Figura 74, o observador em questão se encontra na posição bi. No 
instante t = 0, o aviáo, que se movimenta ao longo do segmento horizontal, 
passa pela cabeca desse observador (isto é, passa por a2) e, no instante t 7 T, 
alinge o vértice O. 


Figura 74 


Quando a aeronave atinge o ponto О (Т segundos após ter passado pelo 
ponto az), os observadores bi e bz começam a ouvir ныны к 
ruido, sendo que b1 сотеса a ouvir o som proveniente de аз, аор q 
bz, о som proveniente de a2 . Considerando, na figura 74, que: 


820 é a distância percorrida pelo avião no tempo T: а20 = М.Т 
аә é a distância percorrida pelo som no mesmo tempo Т: azbz = es T, uma 
semelhança entre os triângulos 4a2b20 e Aazb10 permite escrever: 
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а,О ab, т, VT Н EL a2 VI o 
bO ау, D CT 
V.T н 
С с Ст 
2 
БЕ сут 
(V.T? - (cT Figura 4 
ст 
И; ~ (с/уў 


Questão 72 - Solução 


Observe a Figura 75. O nosso observador (o piloto da AFA) encontra-se no 
ponto bı. No mesmo tempo que o avião leva para percorrer a distância a10, o 


som emitido pelo avião em a, percorre a distância aibi e chegará ao nosso 
observador em b4. 


Da mesma forma, no mesmo tempo em que o aviáo leva para percorrer a 
distância a20, o som emitido pelo avião em az percorrerá a distância azbz e 
chegará a um outro observador em bz. 

Note que, quando o aviáo encontra-se em аз, nenhum dos observadores br, 
62, ba, etc terá ouvido nenhum som de avião. No instante em que о avião 
passar pelo ponto O, todos os observadores b1, bz, bs, etc passarão а ouvir o 
som do avião simultaneamente. Entretanto, o primeiro som que b: recebe é 


proveniente de аз, assim como о primeiro som que bz ouve é proveniente de 
bz e assim por diante. 


а! az 


Figura 75 


Z bı 
Dessa forma, tão logo o observador b: ouve o som, ele imediatamente olha e 
aponta para aı pensando que о avião está passando por lá, quando, па 
verdade, naquele instante, o avião já encontra-se em О. O observador b» 
ouve som ao mesmo tempo que b1. Ao ouvir o som, bz imediatamente olha e 
aponta para a2 pensando que o avião está passando por lá, quando, na 
verdade, naquele instante, o aviáo já encontra-se em O. 
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Figura 75 


Generalizado, quando o avião passa pelo ponto O, todos os observadores 
bı, bz, ba, .. etc simultaneamente olham e apontam respectivamente para аз, 
az, as, ... etc achando que o avião está passando por aqueles respectivos 
pontos, quando, na verdade, o avião já está lá na frente, passando pelo ponto 
0. 

Segundo o enunciado, o nosso observador (piloto da AFA) ет б: só ouve о 
som 6s após o avião ter passado sobre a sua cabeça, ou seja, 6s após o 
avião ter passado pelo ponto az. Em outras palavras, о enunciado disse que о 
avião leva 6s para percorrer a distância у = a20, afinal, todos os observadores 
50 ouvem o som quando o avião atinge o ponto O. 


Ora, nos mesmos 6s que o avião leva para percorrer a distância a20, o som 
emitido em az percorre a distância x = azbz. 


Assim, X = VsomAt = 330m/sx6s > x=1980m. 
O ângulo a. na Figura 75 foi fornecido no enunciado (sena = 0,6, cosa = 0,8). 
Como o avião leva 6s para percorrer a distância y = a20, então: 


sena = — = ——— = 
y М; At — Vaviao-8 


Y=Vavao- At e x 1980__ 1980 =0,6 > Vaiao = 550 m/s 
aviao” i 
Aaltura H, na Figura 75, pode ser determinada por: 


H.cosa = x = Н-(0,8) = 1980 => H=2475m 


а ДСГ ЕС Са E Sosa ERE SEE 
Questão 73 — Resposta 


a)8s, Ы) 330 m/s 


Questão 74 — Resposta 
Vs.h 


Jr Е (vs TY 


ү = 
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Questão 75 — Solução: 
A fim de perfazer a distáncia de 4000 m em tempo mínimo, partindo do 
repouso e parando ao final, o trem deverá usar a velocidade máxima 
permitida durante o maior tempo possivel, gastando o mínimo tempo para 
acelerar de O a 20 m/s, isto é, usando a máxima aceleração, tanto no início, 
como no final. 

O movimento do trem, entre as estações A e B, é descrito pelo gráfico v x t a 
seguir. Usando a máxima aceleração de "5m/s a cada 1s", o trem atinge a 
velocidade de 20 m/s em apenas 4s e permanece com essa velocidade 
durante mais x segundos. Em seguida, sua velocidade é reduzida de 20 mis a 
O m/s em mais 4 s de movimento quando, finalmente, o trem pára na estação 
B. 


t(s) 


A área total sombreada é numericamente igual à distância total percorrida 
pelo trem entre as duas estações, portanto: 
20-4 


Аз + Аг + Аз = + 20.x + = 4000 


x=196s 


O tempo total gasto pelo trem para fazer todo o percurso AB vale 
At=4+X+4 =2045 


Questão 76 - Solução 

Essa questão é resolvida com base no “método da gravata” do prof. Renato 
Brito. No instante inicial t = 0, А e B passam рог uma mesma posição, mas, no 
intervalo de tempo (0, ЗТ) nota-se que Vs > Va (veja a Figura 76), o que 
significa que B esteve se afastando mais e mais de A, nesse intervalo de 
tempo, isto é, a distáncia entre eles cresce nesse intervalo. 


No intervalo de tempo seguinte [3T, 6T], entretanto, embora B esteja bem à 
frente de A, tem-se Va > Ve, o que implica que a distância entre A e B foi 
decrescente nesse intervalo de tempo. 
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Pela simetria do gráfico em relação ao instante 3T (Figura 76), nota-se que a 
distância entre A e B era inicialmente nula em t = 0. Essa distância aumenta 
no intervalo [0, ЗТ], atinge o valor máximo no instante ЗТ e passa a diminuir no 
intervalo [3T, 6T], voltando a se anular no instante 6T. É fácil ver que os móveis, 
de fato, se encontram novamente no instante 6T. 

¿ velocidade A 


Velocidade 


B 4V -> 


Porshe 


Vs > Va Va > Ve 


Figura 76 Figura 77 


Para isso, basta mostrar que os carros A e B percorreram distâncias iguais no 
intervalo de tempo [O, 6T]. Verificaremos esse fato a seguir: 


A distância percorrida pelo móvel A, nesse intervalo de tempo, é 
numericamente igual à área (trapézio) sob o gráfico do A (veja a Figura 76) entre 
os instantes O e 6T. 

Observando o gráfico, vemos que Da = área 3 + área 4 + área 2. 

Da mesma forma, vemos que Ов = área 1 + área 3 + área 4. 


Graficamente, é fácil ver que as áreas 1 e 2 são idênticas (área 1 = área 2), 
visto que são triângulos semelhantes (possuem os três ângulos iguais entre 
si, dois a dois) com razão de semelhança 1 (ambos têm alturas iguais a 3T), 
portanto, são triângulos congruentes. Assim, temos que: 


Da = área 3 + área 4 + área 2 = área 1 + área 3 + área 4 = Ов, ou seja: 


Da = Ds. 
As áreas 1 e 2 no gráfico formam uma figura que se assemelha a uma 
gravata, daí a denominação “método da gravata”. A igualdade entre essas 
áreas faz com que, para se determinar o instante do encontro, seja suficiente 
apenas pegar o instante do cruzamento dos gráficos (3T) e multiplicar por 2, ou 
seja, 3Tx 2 = 6T. Isso dará certo sempre que a distância entre os móveis for 
inicialmente nula e seus gráficos V x T forem ambos lineares. 


Questão 77 - Solução 


O gráfico V x t da Figura 77 descreve o movimento dos carros conforme 
descrito no enunciado do problema: 
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*..sua aceleração é tal que a distância que o separa do Porshe, ao atingir a 
metade da velocidade deste, vale 3d." 

Isso ocorre no instante T, como se pode verificar no gráfico da Figura 77: 
a velocidade V do Mondeo é a metade da velocidade 2V do Porsche naquele 
instante, e a distáncia que os separa é dada pela área hachurada. Conforme o 
enunciado, essa área de 6 unidades (6 quadradinhos) correspondente à 
distância 3d que separa os móveis : 


Velocidade 


Velocidade 


av f 


1V -l 


T 2T 4T 
Figura 78 Figura 79 


6 unidades de área = За = 1а = 2 џпідааеѕ de área (eq1) 


Conforme o "método da gravata" do prof. Renato Brito (veja solução da 
Questão 76), o Mondeo alcançará o porshe no instante 2 x 2T = 4T. 
Verifique que, de fato, as áreas sob o gráfico de cada móvel, no intervalo 
[0, 4T], são iguais entre si (Figura 78), significando que eles percorreram 
distâncias iguais naquele intervalo de tempo, partindo de posições iguais em 
t7 0, confirmando que, de fato, eles se encontram cruzam no instante 4T. 


A distância total percorrida pelo Porshe (assim como pelo Mondeo), no 
intervalo [0, 4T], é dada pela área hachurada na Figura 79: 
D = 8 x 4 = 32 quadradinhos = 32 unidades de área 


(е1) 
D = 32 unidades de área = 16 х (2 unidades de área) = 16 х 1d = 16d 
О Mondeu percorreu uma distáncia 164 até cruzar o Porshe. 


Questão 78 - Resposta: ї = 9s 
Dica: Interprete apenas a área sob o gráfico, sem fazer cálculo. Leia a solução da questão 76. 


Questão 79 - Resposta: a) 20 m, b)8m 


Questão 80 - Solução 

So é a posição do móvel no instante inicial to (to não precisa ser igual a zero) 
do movimento daquele móvel; Vo é a velocidade do móvel no instante inicial to 
do movimento daquele móvel; 
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S é a posição do móvel num instante t do movimento daquele móvel, sendo t 
posterior a to. 

- a.(t-t,)? 2 . 
Sa=So + Vo (t— to) + E 8 (função horária geral de um MUV) 


Se =So + V.(t- to) (função horária geral de um MU) 


O móvel A parte da posição So = 0 m no instante to = Os, com velocidade 
Vo = 0. O móvel B, por sua vez, parte da posição So = 0 т do mesmo 


referencial, no instante to = 15 do mesmo relógio. Assim, as respectivas 
funções horárias serão: 


2 
Sa = So + Vo (t-to) + аы 
8 (1-0) 


Sa =0 + 0 (0-0) + 
А ( ) 2 


> Sa=4.t (ед1) 


Sa 2S, + V(t-t) > Ss = 0+ V.(t-1) > Sa = Vt-V (ед2) 


O gráfico da fungáo Sa(t) é uma parábola que passa pela origem. O gráfico da 
função Se(t) é uma reta que passa pelo ponto (t, S) = (1, 0) e cuja inclinação 
(tga) é dada pelo coeficiente angular da reta (eq2), no caso, a velocidade V 
do móvel B. Variando-se a velocidade V do móvel B em ед2, a reta B gira em 
torno do ponto (1,0). Quanto maior a velocidade B do móvel, maior será o 
ángulo de inclinação a (maior será o coeficiente angular). 


Para velocidades V pequenas, a reta B náo tocará a parábola (acompanhe 
pelo gráfico), implicando que a equação Sa = Se não terá solução, isto é, B 
nunca alcançará A. 

Aumentando a velocidade V convenientemente, é possível obter uma reta B 
que tangencia a parábola (veja gráfico), indicando que a equação Sa = Ss terá 
uma única solução real (distinta), isto é, B alcançará A “nas últimas”. 


344 Fundamentos de Mecánica 


Aumentando a velocidade V ainda mais um pouco, a reta B passará a tocar à 
parábola em dois pontos, indicando que a equação Sa = Ss terá duas 
soluções reais (distintas), isto é, B passará por A duas vezes. 


A menor velocidade de B para que ainda consiga alcançar A é obtida quando 
a reta B tangencia a parábola, isto é, quando a equação Sa = Ss tem uma 
única solução (distinta). Para isso, temos: 


Sa=Se > 42 = Мі-М = 4é-Vt+V=0 
Condição para solução única (tangéncia): A = 0 
(VYP -4.4.((V) = 0 
V.(V-16 = 0 = V=0 ои У= 16 т. 
A solução que convém ё V = 16 m/s. О móvel В alcançará A para qualquer V ta 


que V > 16 nvs. Portanto, a menor velocidade que satisfaz o problema é 
V = 16 ms. 


Questão 81 — Resposta 
a) sim, b) 32 m, c) 8 m/s - Veja a resolução da Questão 80. 


Questão 82 - Solução 


А a " M “д 2 

O gráfico revela uma dependência linear entre a variável dependente V^ e a 
variável independente X, relação essa que pode ser escrita na forma 
V? = a.X + b, onde a e b são coeficientes a serem determinados. 


Para X = 1, tem-se V?=32: Vº=aX+b > 32=a.1 +b 
Para X = 5, tem-se V? = 16: W=aX+b > 16=а.5 +b 


V?(m?/s?) V(mls) 
32 4» 6 
16 р 


Resolvendo-se o sistema nas variáveis a e b, encontram-se a = -4 e b = 36. 
Substituindo na relação linear, vem: 
V2=aX+b > V2=-4X +36 ou V2=36-4X (ед1) 
A relação de Torricelli para o MUV pode ser escrita como V? = Vc? + 2.a.X (ед2) 
Comparando-se eq1 е eq2, obtém-se Vo = 6 m/s e a=-2 m/s?. 
A fungáo horária da velocidade pode ser escrita como: 

V=Votat > V=6-2t 
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O gráfico dessa função V(t) é mostrado na figura anterior. 
а) O carro se move com aceleração escalar constante a = -2 m/s?; 


b)A distância que o móvel percorre até parar é numericamente igual à área 
hachurada no gráfico acima, isto é, D = área = 9 m; 
c) O carro pára no instante t = 3 s, instante em que sua velocidade se anula 
=0). 


Questão 83 — Resposta 


Dicas: Faça о gráfico V x t para o movimento. Analise a área sob o gráfico e as tangentes dos 
ângulos (inclinações das retas). 


a)D= de. b) Vmex= ЕЗ; 


2la+ +B 


Questão 84 — Bala penetrando o alvo 


2 
n - 
Resposta: (n-1) 2 1) d Dica: Use a equação de Torricelli do MUV duas vezes: 
1 


(u - чп)? = u- 2ай e 0? = (u - u/n}? = | 


Questão 85-Solugào OOO 
Seja S o comprimento da pista de corrida e t o tempo que cada carro gasta 
para fazer todo o percurso. 


a,.t? 
Para o primeiro carro, podemos escrever: S = vt + ECT (ед1) 


at 
Para o segundo carro, podemos escrever: S = v4.t + RUE (eq2) 
Subtraindo eq2 e eq1, membro a membro, vem: 


(v, - v2)t + (а-а): q = EE CS (eq3) 


2 (a2 -a, 
Substituindo eq3 em eq1, vem: 


| ДЕИ 
f (а - a4) 2t (a2-a) _ 


2 E E амм). 


(a, -а,) (аә –а;) | 


2.(V4 — V2).(V4.82 —у».а,) 


Sz 
(a2 -а,}? 
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Questão 86 – Solução Original do prof Renato Brito 
Aplicando a equação de Torricelli em cada um dos n trechos, vem: 


d 
ví - V5 =2(a)— 
QE 
v (248) 
njn 
2 2а \а 
-v5 =2|a+— |— 
УҘ - v$ ( + la 
v2-vê= 2a За jd 
V njn 
(п– 1)a Yd 
và-v2.- qa 62805 
Somando as n equagóes, membro a membro, vem: 
n-1 
IIA ete) 
n n n n n n 
у2-02-28па + 118 tan) 
n n 2 ) 


daf 2 -n) 2da(3n*- MEAE 
aza anm ааз н) 3 «yi 3 


Questão 87 - Langando para cima 


Solução: Adotando um eixo referencial para cima TS, tomando o ponto So = 0 
no nivel do solo, a função horária que fornece a posição escalar dessa bola, 
durante todo esse movimento, é dada por: 
2 
S= So +t М + =, com o= 0, a=-g 


2 
s=0+Vot - SË 
2 


Os instantes t1 e tz, nos quais o móvel passa pela altura Н (S = H), são as 
soluções da equação do 2º grau abaixo, na variável t: 
2 


H=0 + Vet - sL = (9) + (-2.Vo).t + (2.H)=0 


Usando o conceito de soma e produto das raízes de uma equação do 
2° grau, o produto das raizes da equação obtida acima permite escrever: 


torsi ш g= 24 © (legal, né?) 
g 


12 
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Questão 88 — Lançando para cima de novo 


Solução: Continuando a resolução da questão anterior, podemos fazer uso 
do conceito de soma das raízes (ti + t2) da equação do 2º grau, obtida 
anteriormente (na resolução da questão 87), a fim de determinar Vo: 


(0).Ё + (-2.Vo).t + (2.:H) 20 


as 1 1/2H) 
t = (2) = —g. =-|— |(ty + 
1+6 : Vo= 9 (9+0) = 5 жш, 1+t) > 
Vo = o + ш O (massa, né ?) 
ч t 


Questão 89 – Fração 1/n na queda livre 


Solução: Considere os seguintes parámetros: 

T=tempo total da queda livre a partir do repouso; 

Hr = altura total caída, a partir do repouso, do instante t = 0 ao instante t = T; 
Hr = altura total caída, a partir do repouso, do instante t = 0 ao instante t = Т-1 
Hi = distância percorrida pelo corpo durante o último segundo da queda. 


As alturas Hr e Hr-1 são dadas, respectivamente, por: 


! 2 
H -2T (qt e Ha -2T (ед2) 


2 2 Hr Hra 
Da geometria do problema, vemos que: 


Hr-Hri7H (eq3) 4 
E 


Do enunciado do problema, temos que: H, = т (eq4) 
Substituindo eq4 em eq3, vem: 


H H 
Hr - Hrs = - = Hr =, з = Hrs > Hr. 


Usando eq1 e eq2, vem: 


PU Rd _. r(1-1) -a-s > T- 1-1)- x9 
2 n 2 n n 


Assim, caímos nas duas equações do 1? grau baixo: 


3 
T-k-4(T-1) (ед5) com k= (1-5) (eq6) 
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f^solugáo: T-k=+(T-1) => Tk=T-1 > 


, : [2 
T- =— ¿== 8 1 racionalizando, vem: Т = n*Nn' -n 
n 


1 
2º solução: T-k=(T-1) > Tk=1-T > Мт (eg?) 
Sendo n um número natural positivo, observando ед6, facilmente concluímos 
que k está compreendido no intervalo O « k « 1. Assim, o tempo T dado pela 
relação eq7 está compreendido no intervalo 0 < Т < 1. Esse valor de T 
portanto não convém para o nosso problema. O motivo disso é que O 
enunciado fala sobre o “ultimo segundo da queda” e, para que esse “ultimo 


segundo da queda” ocorra, o movimento deve ter uma duração superior a 1 
segundo (T > 1 s). 


A — = А jn2 
Assim, a única solução para o problema é T= п + Vn?-n. 


Questão 90 — O n-ésimo metro de uma queda livre 

Solução: Considere a reta abaixo dividida em vários segmentos de mesmo 
comprimento 1 metro cada. Um móvel que parte do repouso na origem, em 
MRUV, leva quanto tempo para percorrer o 3º intervalo de comprimento 
1 metro, ou seja, o 3º metro dessa reta ? 


| 19 metro ,  2%metro 3e metro | 
1 1 i 
: t —a 


1a 4 ——————————À 


Para isso, calculamos o tempo tz que o móvel leva para percorrer os 
2 primeiros metros a partir do repouso. Em seguida calculamos o tempo ts que 
ele leva para percorrer os 3 primeiros metros a partir do repouso. Em seguida, 
a diferença At = їз— tz fornecerá o tempo que o móvel leva para percorrer o 3° 
metro do movimento. 

Analogamente, quanto tempo ele leva para percorrer o n-ésimo intervalo de 
comprimento 1 metro, ou seja, o n-ésimo metro dessa reta ? 


Para isso, calculamos o tempo tn-1 que o móvel leva para percorrer os 
n-1 primeiros metros a partir do repouso. Em seguida calculamos o tempo tn 
que ele leva para percorrer os n primeiros metros a partir do repouso. 
Finalmente, a diferença At = tn — tn.1 fornecerá o tempo que o móvel leva 
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para percorrer o n-ésimo metro do movimento. 


* Calculando o tempo tn-1 que o móvel leva para percorrer os п—1 
primeiros metros a partir do repouso: 


a(t Y? 
n-1 = Sn > = 
2 ne! Es 


[2(n - 1) 


* Calculando o tempo tn que ele leva para percorrer os n primeiros metros a 


partir do repouso: 
2 
n = sit) > = (2 
2 а 


* Calculando а diferenga At: 


At = tn — tn-1 = E- ШЕП x Een nm 
a а а 


* No caso particular da queda livre, a aceleração do movimento vale a = g, 


assim, teremos: 
BA 5 ==» 
pr 201-1) At = En) 


ne ME ч 


Questão 91 – O n-ésimo metro de um MUV 
Solução: Seja Vo a velocidade inicial e a a aceleração escalar de um móvel 
em MUV. Do conceito de aceleração escalar, sabemos que: 


No instante t = 0 s, a velocidade do corpo vale: Vo 


No instante t = 1 s, a velocidade do corpo vale: Vo + a 

No instante t = 2 s, a velocidade do corpo vale: Vo + 2a 

No instante t = 3 s, a velocidade do corpo vale: Vo + 3a 

No instante t = n-1, a velocidade do corpo vale: Vo + (n-1)-a 
No instante t = n, a velocidade do corpo vale: Vo + ma 


Num MUV, a velocidade escalar média, num certo intervalo de tempo, pode 
ser calculada pela média aritmética das velocidades do móvel no início e no 
término do referido intervalo de tempo. 

A seguir, calcularemos a velocidade média do móvel durante o n-ésimo 
segundo desse movimento, que vai do instante t = n-1 até o instante t = n. 
Conforme vimos inicialmente, nesse intervalo de tempo, a velocidade do 
móvel varia desde Vi = Vo + (n-1)a até Vr- Vo + na: 


А5 М+М = AS _Va+(n-1)a +V, +na 
At 2 n - (n ~ 1) 2 
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= .(2n - 1 
AS E 2V, + (2n - 1).a AS- V,+ a.(2n - 1) 
1 2 2 d 
A expressão acima fornece a distância AS percorrida pelo móvel durante o 
n-ésimo segundo do seu movimento. 


Questão 92 - Solução 
A distância percorrida no último segundo do movimento é dada pela área 
hachurada no gráfico abaixo. A distância total percorrida durante о processo 
de frenagem é dada pela área do triangulo maior embaixo do gráfico. 
Segundo o enunciado, a área menor é uma fração 1/n da área maior, 
portanto: 

a1 1(aT.T A V 

2-1 > ) > T-4n (ед1) „т 


A distância total percorrida durante o 

movimento, dada pela área do triangulo 

maior, vale, portanto: 
 &T.T aT? a(n} 
g i 2 


d = 
2 2 


A velocidade inicial do móvel vale Vo=a.T = Vo= an 


a-n 
а= — 
2 


Questão 93 - Solução 
A questão pede que os dois corpos, lançados verticalmente para cima com 
velocidades iguais, se encontrem mutuamente a uma altitude H medida em 
relação ao solo. Ora, se eles fossem lançados simultaneamente, certamente 
fariam todo o percurso lado a lado (juntos) e portanto passariam juntos por 
esse nivel de altitude H tanto na subida quanto na descida. Entretanto, a 
questão pede que eles não sejam lançados 
simultaneamente, mas sim, que haja um atraso entre 
os lançamentos deles. Nesse caso, o encontro deles, 
a uma altitude H em relação ao solo, dar-se-á quando 
o corpo que foi lançado primeiro já estiver em seu 
movimento de descida e cruzar com o segundo corpo 
ainda em seu movimento ascendente, como sugere a 
figura ao lado. 


Então a pergunta é: “quanto deve ser o intervalo de 
tempo entre os lançamentos dos corpos para que eles 
cruzem um pelo outro a uma altitude H do solo” ? 


Ora, observando o movimento dos corpos, vemos que, desde o lançamento 
deles (na posição A) até o instante do encontro (na posição B) о 
primeiro corpo (bola preta) percorrerá o trecho ASB>C5B enquanto О 
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segundo (bola branca) percorrerá apenas o trecho А-В. Assim, pelo fato de 
percorrer o trecho B>C>B a mais, o primeiro corpo tende a chegar atrasado 
ao local do encontro pois gastará a mais em seu percurso o tempo Ataca 
correspondente trecho B>C>B. Assim, para compensar de forma que eles 
cheguem juntos ao local do encontro, não devemos lançar o segundo corpo 
junto com o primeiro, mas sim, com um atraso Atscs em relação ao 
lançamento do primeiro. 


Ássim, nossa missão agora é determinar quanto vale esse intervalo de tempo 
Alsce que о primeiro corpo gasta para percorrer o trecho B>C-=B. 
Se o corpo preto for lançado a partir de A no instante t = O, passar por B no 
instante t; na subida e, novamente, passar por В na descida no instante tz, о 
intervalo de tempo desejado é a diferença Atecs = ta — ti. Os instantes t1 e ta 
são as soluções da equação: 

2 

H= vot = 95 > gt -2wt-«2H-0 


Assim, o intervalo de tempo desejado é a diferença entre as raízes dessa 
equação, que é dada por: 


м -b*db?-4ac  -b-4b?-4ac 24/62 -4ас _ \р?-4ас 


2а 2а а 


2а 
vb? – дас A y4ví – 89H 2 r3—— 
a g 


=> Лісв= g Wa -20H 


Ateca 


Questáo 94 - Solugáo 

Admita que a segunda pedra alcance a primeira pedra t segundos após a 
primeira pedra ter sido abandonada. Assim, á distáncia percorrida pela 
primeira pedra em t segundos é igual á distáncia percorrida pela segunda 
pedra em (t — n) segundos. Seja h a distáncia percorrida por ambas as pedras 
até que elas se encontrem. 


Para a primeira pedra, temos: һ= (112)gt? (eq1) 

Рага a segunda pedra, temos: h = u(t-n) + (1/2)9.(t-nY (eq2) 

De eq! e ед2, vem: (1/2)gt? = u(t-n) + (1/2)g.(t- nf 

gÊ = 2u(t-n) + g(t? -2nt«n?) >  2t(u-gn) = n(2u- gn) 
_ n: (2u- gn) 


i7 2u-gm | (89) 


Substituindo eq3 em eq1, vem: h-(1/2)g? = h- 


352 Fundamentos de Mecánica 


Questáo 95 - Solucáo 


No instante t = 0 s, a bomba explode em A e se parte em dois fragmentos que 
adquirem, logo após a explosáo, velocidades de mesmo valor, mesma direção 
e sentidos contrários ?Vo e Vo. Um dos fragmentos atinge o solo no instante 


T, enquanto o outro só chega ao solo no instante T + 6 s. 


Ora, o fragmento que sobe gasta tempos iguais nos trechos 
АУС (subida) e СУА (descida), passando novamente pelo 
ponto A com a mesma velocidade inicial Vo, só que agora em 
sentido descendente, gastando portanto, no trecho final AB, 
o mesmo tempo T gasto pelo primeiro fragmento para atingir o 


solo. 


Assim, os 6 segundos a mais que o segundo fragmento gasta 
em seu percurso até atingir o solo referem-se ao trecho 
AsC>A que ele percorre a mais do que o outro. Pela 
simetria, deduzimos que esse fragmento ascendente gasta 3 
s tanto no trecho АУС (subida) quanto no trecho СУА 


(descida). 


Se 
Vo 
AE | A 
Vo 
B B 


Assim, sendo a = g = 10 m/s?, se o tempo de subida do fragmento do fragmento 
ascendente é de 3 segundos, deduzimos que sua velocidade logo após a 


explosão vale Vo = 130 m/s. 


Questáo 96 - Solugáo 
Para a primeira pedra, temos: 


gt 2H 
H-—— > 2421 (ед1 
5 9 É (eq1) 


Aplicando-se Torricelli para o movimento de subida da segunda pedra, temos: 


(em (2H) 
02=Vv2-2gh => V2=2gh = 2| 2H 


\, 


h > Vo = 249 (eq2) 
1 


Para O movimento completo (subida e descida) da segunda pedra, 
adotaremos um eixo referencial para cima TS. A posicáo inicial da pedra na beira 
do precipício será arbitrada como So = 0 e a posição final (lá embaixo no 


solo, emt = t2) valerá portanto S2 =- Н. Assim: 
2 
S, =S, +Vot+ E, com a=-g e t=t2: 


942 tê 
-H=0 ег > М +Н = 85 


Substituindo ед1 e ед2 ет ед3, vem: 


d 2 —\ 2H 
Vota + H = 92 > (eur + H= (2) 


(еа3) 
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4) — 2 21 2 
Pt fi +H= 2н =" An = 2H-H 
1 1 1 1 


DE creme (42 42 `2 2t 
20 JAR да ні 2 а E | Hih el 5 = { | 
ti Ut 6 ti 

4-t? -th 

(2-9)? 


Questáo 97 - Resposta: {чї ‚ Dica: veja a resolução da questão 96. 


Questão 98 - Solução 

Esse é um problema de lançamento vertical T, e não, um problema de 
lançamento obliquo 2. A bola sobe Î verticalmente, pára ao atingir a altura 
máxima e desce verticalmente { com aceleração g. Não confunda o formato 
parabólico do gráfico h x t com a trajetória do corpo, que será uma reta 
vertical. 

Seja x a altura caída pelo corpo, a partir do repouso, num intervalo de tempo At: 
12. Podemos escrever: 


`2 


.g| 4t 
e] 


Seja y a altura caída pelo corpo, a partir do repouso, num intervalo de tempo 4 
12. Podemos escrever: 


Entretanto, pelo gráfico, vemos que: 


2 `2 
yan э (8) (Sh э o, 
2( 2 212) At3 — Ati 

Questáo 99 - Solucáo : 
A área sob o gráfico v x t, compreendida num certo intervalo de tempo, é 
numérica-mente igual à distáncia percorrida pelo móvel naquele respectivo 
intervalo de tempo. Seja k a área de qualquer um dos triangulos que brancos 
ou cinzas que aparecem sob o gráfico V xt mostrado na figura. 
É fácil verificar que a distância x1 percorrida pelo móvel no intervalo [0, 1T] 
corresponde a área de 1 triángulo, ou seja, x1 = К. 
Note que a distância x2 percorrida pelo móvel no intervalo [0, 2T] corresponde 
а агеа de 1 + 3 = 4 triângulos (para isso, conte os triângulos na figura), ou 
seja, x2 = 4k. 
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Já a distância хз percorrida pelo móvel no intervalo [0, 3T] corresponde a 
área de 1 + 3 + 5 = 9 triángulos (para isso, conte os triángulos na figura), ou 
seja, xs = 9k. 


—€—— =- - velocidade 
e camera @- - Y 
X, Ya 
; | 
ху Уз 
v ETE e a 
Ж, Ya 
i à | 0 4T 2T 3T 4T 5T tempo 
—— A 


A distância x4 percorrida pelo móvel no intervalo [0, 4T] corresponde a área 
de 1+3+5 +7 = 16 triângulos (para isso, conte os triángulos na figura), ou seja, 
X4 = 16k. 


Assim, verificamos que, de fato, as distâncias Xi, Xo, хз, X4, ..... etc. na figura 
satisfazem a proporção a seguir: 
X( Хә Хз X4 _ X 
1 4 9 16 n? 
LT TX 9— PCS E velocidade 
іх Ф EE 4 
x у. 
2 2 
PI _ б o ; 
ELS Ya 
Y ( Е= 2 3 
Xy { : Ya Er 
} as € O 1T 2T 3T 4T 5T tempo 


Adicionalmente, é fácil verificar que a distância ys percorrida pelo móvel no intervalo 
[0, 1T] corresponde a área de um triângulo, ou seja, y1 = 1k. 

A distância уг percorrida pelo móvel no intervalo [1T, 2T] corresponde à área de 
3 triângulos (para isso, conte os triângulos na figura), ou seja, y2 = 3k. 

Já a distância y3 percorrida pelo móvel no intervalo [2T, 3T] corresponde à área de 
5 triângulos (para isso, conte os triângulos na figura), ou seja, уз = 5k. 

A distância y4 percorrida pelo móvel no intervalo [3T, 4T] corresponde à área de 
7 triângulos (para isso, conte os triângulos na figura), ou seja, y4 = 7k. 

Assim, verificamos que, de fato, as distâncias yı, уг, уз, ya, ..etc. па figura 
satisfazem a proporção a seguir: 
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Уз _У2 _ Уз Ул __Уһп 


1.3 5 7" 2-1 


Ao olhar para essa figura que mostra os corpos em queda, chamo a atenção 
do leitor para as duas formas de interpretar essa figura: 


Я" interpretação: А figura trata-se da superposição de uma sequência de 
fotografias distintas de um único corpo em queda livre, batidas em intervalos 
de tempos iguais. 


2 interpretacáo: A figura trata-se de uma ünica fotografia de vários corpos 
distintos, que foram sucessivamente abandonados do repouso, de uma 
mesma posição inicial, regularmente, em intervalos de tempos iguais. 


— 8 


Com essas duas interpretações, as Proporções de Galileu para a Queda Livre 
são muito úteis na resolução de problemas, tanto de queda livre, quanto d 
qualquer outro MRUV, desde que o corpo parta do repouso. 


Questão 100 - Solução 


Aplicando-se as proporções de Galileu para a queda 5" 99ta © “OT А 
livre, vem: 4º gota — + a 
1k + 3k + 5k + 7k = 80m 3º gota D - 

5k 
16k=80m > k=5m 4 

| 2º gota Ә + 80m 

De posse do valor de k, podemos determinar 
qualquer uma das distâncias mostradas na figura 7k 
ao lado. 
Em particular, a distância que separa a 3º da 4º сыа O) Nw 


gota, nesse instante, vale 3k = 15 m. 
Resposta correta: Letra D 
Questão 101 — Resposta: letra B 


Questáo 102 — Resposta: 4 m, 12 m, 20 m, 28 m respectivamente. 


Questão 103 - Resposta: C 


Questão 104 - Solução 
Considere as 8 gotas em queda livre mostradas na figura (М = 8). A que altura Н 
se encontra a 6º gota no instante em que a 1º gota toca o solo ? 


Como são 8 gotas ao todo, existem 8 — 1 = 7 interstícios entre elas. Assim pelas 
proporções de Galileu, a altura total H é proporcional ao quadrado da quantidade 
de interstícios, portanto: 

Н = (8-1)2.х 


Se vocé ѕотаг 1х + Зх + 5х +... + 13x encontrará, de fato, 49x. Em linhas 
gerais, teremos: 
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sequêrca 
inventa 
: 


Н = (№ - 1)2- x (eq1) i 

Para facilitar a análise, ao lado da numeração 8° bm 14 
correta (K) na figura, escrevemos essa mesma "E ES 2 ly f 
numeração, porém, na ordem invertida (2). jx s | 
Note que, para cada gota, a soma da питегасао n m 5 E | i 
correta (k) com a numeração invertida (z) sempre cumeracso |: оа = 4 | 
resulta N+1, ou seja, sempre resulta 9. Veja na coreta да as | 
figura: 8+1 = 7+2 = 6+3 = 5+4 = 9. Generalizando, {9х |h 
para cada gota, vale a relação 334 m 6 

k+tz=N+1 > z=N-k+1  (eq2) 1d 
Se a 6? gota (К = 6) é a gota nümero 3 da | Bs 8 X 


numeração invertida (z = 3), a altura y = 1x + 3x = 
4x que essa gota já caiu corresponde aos 3 — 1 = 2 
primeiros interstícios. Pelas proporções de Galileu, essa altura y caída pela gola é 
proporcional ao quadrado da quantidade de interstícios, portanto: 
(eq2) 
y-2(3-1Px-(z-1Px = (N=k+1-1%x > у = (М- К)х (843) 


Da figura, vemos que a altura h da 6? gota, portanto, será dada рог: 


(eq3) 2. (890) 2 H 
h=H-y = H-(N-k)Jóx = H- (МК). 2 
(N-1) 
Tirando o mmc, chegamos á resposta: h= озн (eq4) O 
Podemos verificar a resposta obtida no caso particular mostrado na figura: 
h = 5x + 7x + 9x + 11x + 13x = 45x h 45x h 45H 
—х=-— > = — 
Н = 1х + Зх + 5х +... + 13x = 49.x > H 49x 49 


FazendoN=8 e k=6 па resposta literal obtida, também encontraremos: 


h = @\-к-1®(к-1)н (16-6-1(6—-1)H _ 45H 
(N-1P (8-1? 49 


Questão 105 - Solução 

Quando um corpo é lançado verticalmente para cima sob ação de um campo 
gravitacional uniforme de intensidade g = 10 m/s?, a velocidade do corpo diminui 
linearmente num ritmo de 10 m/s em 10 m/s, a cada 1 segundo durante a subida. 
Assim, nos últimos instantes da subida, a velocidade do corpo valerá 
40 m/s, 30 m/s, 20 m/s, 10 m/s, O m/s. 


No caso de uma gravidade genérica g, a velocidade do corpo, nos últimos 
segundos da subida, também será numericamente igual a 4g, 3g, 29, 19, 0, como 
mostra o gráfico anterior. Assim, a distância x percorrida pelo corpo durante o 
último segundo da subida é numericamente igual à área do ultimo triângulo 
cinza, ou seja: 


| 
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xc base xaltura 1:9 
2 2 


instante em que о corpo 
atinge a altura máxima (V = 0) 


т 


à 


l 4s | 1s ! 1s 
| É üttime segundo da subida 
penúltimo segundo da subida 
antepenültimo segundo da subida 


Usando as Proporções de Galileu, observando a área sob o gráfico, vemos 
que a distância percorrida pelo corpo no penúltimo segundo do movimento será 
3x = 3.5/2, assim como a distância percorrida pelo corpo no antepenúltimo 
Segundo do movimento será 5x = 5-g/2, e assim por diante. 


Questão 106 - Solução 
a) Como vimos na solução da questão anterior, a distância percorrida pela pedra 
no penúltimo segundo da subida é numericamente igual a 3-g/2, portanto: 
39226 => g=4ms? 
Note que a unidade física usada para a gravidade foi m/s? pelo fato de as 
unidades envolvidas no problema serem metros e segundos. 


b)A distância percorrida pela pedra, durante o último segundo da subida, é 

numericamente igual a g/2, ou seja, vale 4/2 = 2 metros. 
c) A pedra levou 4 s para atingir a altura máxima, portanto: 

V=Vo-gt > 0 = Vo-4.(4) > Vo=16 ms 
Questão 107 - Solução 
De acordo com a resolução da questão 105, podemos escrever: 
3g/2 – 1g2 =8 = g=8ms? (Fácil, né? O) 
Resposta Correta: letra D 


Questão 108 — Resposta: а) 40 m/s, b) 80 т 


Questão 109 — Solução 


O alcance horizontal, num lançamento de projéteis num solo horizontal, é 
dado pela expressão: 


2 
Аа = Cor sena) 


Se dois projéteis são lançados de uma mesma posição no solo, com a mesma 
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velocidade inicial Vo, com ángulos de disparos respectivamente iguais a a e р. 
com a > В, qual a condição para que eles atinjam alcances horizontais iguais ? 


2 
=í м sen(2a), АВ = C sen(28) 


а= AB => ma - (Vol sentap) >  sen(2a) = sen(2B) 


Solução 1: а = В (não convém para o nosso problema) 
Solução 2: (2a) + (2B) = 180º > а + В = 90° 
Portanto, concluímos que a condição para se obter alcances iguais é disparar 
projéteis com ângulos complementares (a + B = 90º). ; 
О enunciado diz que, disparando o projétil com ángulos respectivamente 
iguais а “a” e "2a" , obtém-se alcances iguais, portanto, esses ângulos são, 
necessariamente, complementares: 

a+2a=90 > а= 30° e 2а = 60° 


E as alturas máximas, сото são calculadas ? Ora, Hma = >= 


zt eu › _ (М) (J- (VY (1 
Hmax 30 = (sen 30) 2g 12 2а ( ) 


2 2 Y 2 | 
Hmax во = w (sen 60)? = “ы |$] = Col (5) => Hmax6o = 3-Hmax30 


Portanto, como a altura máxima obtida no 1º disparo vale Hmax 30 = 20 m, a 
altura máxima atingida no 2º disparo será: 
Hmaxso = 3. Hma = З х 20 260m 


Questào 110 -Resposta: 30m 


Questão 111 - Solução 
Seja d a distância do lançador ao alvo visado. Quando lançado em um ângulo 
a com a horizontal, um projétil cai a uma distância a antes do alvo: 


(У)? 
9 


.ѕеп(20) = d-a (ед1) 

Quando lançado em um ângulo В, ele cai a uma distância b após o alvo: 
( Nor зеп(2В) =d+b (eq2) 

Qual o ângulo Ө com o gaa ele deve ser lançado para que atinja o alvo ? 


( esr sen(20) = d (eq3) 
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à Ё 
De eq1 е ед3, vem: (М? ег) - WMF sen(2a) = а  (eq4) 
g g 
2 
Deeq2 e eq3, vem: (М) егәр) - Wo) sen(20) = b (е95) 
g g E 
Dividindo ед4 е ед5, membro a membro, vem: 


2 
әу (sen20 – ѕеп20) 


(ѕеп20 – ѕеп2а) Б 


а 
(sen2f — sen20) b 


olv 


а 
Col. (senzp—senz0) 


a-sen2B + b-sen2a. 
a+b 


ѕеп20 = 


Questão 112 - Solução 


Para que a velocidade da pedra, ao colidir com a rampa, seja perpendicular à 
rampa (Figura 80), devemos ter: 


tga = у, = V >  wy-VW,cotga (eai) 
А componente vertical da velocidade varia linearmente com o tempo (MUV), 
com aceleração a = д. Assim: 


(eat) , E V,.cotga. 


Vy = Voy *gt >  WM,coga-0-4gt > t (eq2) 


Durante esse tempo t de queda, a pedra sofre um deslocamento horizontal x 
(Figura 81) em MRU, tal que: 

2 
(e92) " V,.cotga 8 Vo .соїдо 


9 9 


x = Vot 


(eq3) 


é H 
^ H 
^ H 
б, , 


a 


Figura 80 Figura 81 
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Simultaneamente, durante esse tempo t de queda, a pedra sofe um 
deslocamento vertical h (Figura 81) tal que: 


(eq2) 2 V? cot g? 
hedge V give” 2 poda Lr. 


2 2 g J 2g 
Da Figura 81, vemos que tga = y/x, portanto y = x.tga. Adicionalmente, 
temos: 
(eq4) V? cotg?a 
y+h=H > xtga + E 


2 2 
Vo-cotga ү V; = LEY 
9 


=н 


ECCLE 


vê-(2 + cotg’a) = 29H = МЕ + cotg^a 


Questão 113 - Solução 
Considere que um projétil seja lançado obliquamente com velocidade inicial 
representada pelo vetor Vo formando um ángulo a com a horizontal. Onde 


estará o projétil t segundos após o lancamento ? 


Figura 82 Figura 83 


Ora, se nào houvesse gravidade, ele se deslocaria em MRU, na direcáo do 
vetor V, e sofreria um deslocamento representado pelo vetor V,.t (Figura 


82). Entretanto, como, na verdade, há gravidade, a natureza superpõe a esse 
deslocamento У, + um deslocamento adicional de queda livre, na mesma direção 


e sentido da aceleração da gravidade д e de módulo gt2/2 (Figura 82). 
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O deslocamento vetorial resultante do projétil, nesse intervalo de tempo, é 
dado pela superposigáo desses dois movimentos independentes, sendo 


representado pelo vetor $ na Figura 82, tal que S- Vt + 902/2. 
А medida que o parámetro t vai aumentando de valor, os vetores Vt e 
90/2 vão crescendo em módulo (Figura 83) e a extremidade do vetor 


deslocamento resultante S vai gradativamente descrevendo uma parábola 
(Figura 84), que é a trajetória seguida pelo projétil durante o seu movimento. 

Assim, estamos interpretando um movimento parabólico de um projétil como 
sendo a superposição de dois movimentos independentes: um MRU na 
direção do vetor velocidade inicial V, e uma queda livre na vertical. Essa 


interpretacáo alternativa dá ao leitor uma nova visáo dos movimentos de 
projéteis. Podemos tirar proveito dessa visão alternativa para resolver 
questões interessantes, como esse clássico problema do caçador e do 
macaco. 


Quando o projétil é disparado, o macaco entra em queda livre. No referencial da 
Terra, o movimento do projétil é a superposição do MRU (V,.t) com a queda 


live ġt?/ 2, ao passo que o movimento do macaco é constituído apenas pela 
queda livre gt2/2. 


Mas como são esses movimentos, 

quando vistos a partir de um 

observador (referencial) que também 

se encontre em queda livre, isto é, 

que também execute o movimento 

8/2? Ora, a partir do momento em Figura 84 
que o próprio observador (referencial) 

também compartilha do mesmo FA 


movimento de queda gt/2 já p 
compartilhado pelo projétil e pelo Á 

macaco, nesse referencial nenhum g 

deles executa mais o movimento de Ё 
queda. Ет outras palavras, nesse 


referencial, o projétil executa apenas 

o movimento V,.t de MRU na direção do macaco, enquanto este não executa 
mais movimento nenhum, ou seja, permanece parado (Logicamente que, 
nesse referencial, o solo “cai para cima" com aceleração g até se chocar com 
о macaco). 

Assim, analisando o problema a partir desse referencial em queda livre, tudo 
se passa como se tivéssemos desligado a gravidade. O projétil disparado 
segue em trajetória retilinea em MRU na direção exata do macaco imóvel е, 
assim, cedo ou tarde, irá alvejá-lo. 
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Só há um fato que pode salvar o macaco de ser alvejado: o animal em queda 
livre (no referencial da Terra) chegar ao solo antes de ser atingido pela bala. 
Nesse caso, a trajetória parabólica seguida pelo projétil (no referencial da 
Terra) toca o solo antes de cruzar com a trajetória retilínea vertical seguida 
pelo macaco, impedindo o sucesso desse tiro. Para driblar essa possibilidade 
de o macaco sair ileso, podemos inventar uma situação hipotética em que o 
projétil seja disparado da beira de um precipício de altura ilimitada. Nesse 
caso, a trajetória parabólica seguida pelo projétil fatalmente colidirá com o 
macaco em algum ponto da sua queda infinita, garantindo o sucesso do 
disparo. 


a) Se o projétil for disparado com velocidade Vo = 100 m/s, em quanto tempo 
ele acertará o macaco ? Esse cálculo é mais simples quando executado no 
referencial em queda livre (gravidade desligada). Nesse referencial, o projétil 
se desloca em MRU na direção exata do macaco e percorre apenas à 
ipotenusa de comprimento D até atingir o animal. Nesse caso, teremos: 


p- D _ yd «n? _y12?+16? __20т 


z ————— = 0,25 
Vo Vo 100 100m/s 
-ntretanto, como dissemos, a única forma de o macaco escapar do tiro é se 
ele chegar ao solo antes de ser alvejado, ou seja, antes do instante t = 0,2 s. 
Ora, no referencial da Terra, o macaco executa uma queda livre. O tempo de 
queda do macaco é dado por: 


м2 1042 
ж Sta => 16= q 
2 2 
Assim, como 0,2 s < 1,78 s, vemos que o macaco ainda estará caindo no 
instante t = 0,2 5, portanto, o macaco será alvejado pela bala. 


b) Se o projétil for disparado com velocidade Vo = 10 m/s, em quanto tempo 
ele acertará o macaco ? No referencial em queda livre, o projétil se desloca 
em trajetória retilínea em MRU na direção exata do macaco e percorre apenas 
a hipotenusa de comprimento D até atingir o animal. Nesse caso, teremos: 
2 Ма? +h? 122.16? 20m РР 
Д V, 10 10m/s ` 

Entretanto, como dissemos, a única forma de o macaco escapar do tiro é se 
ele chegar ao solo antes de ser alvejado, ou seja, antes do instante t = 2,05. 
Ora, como 2,0 s é maior do que o tempo de queda do macaco (2,0 s > 1,78 s), 
vemos que o macaco já terá chegado ao solo no instante t = 2,0 s e, portanto, 
a trajetória parabólica seguida pelo projétil (em relação à Terra) atingirá o solo 
antes de chegar ao macaco, levando o projétil ao repouso. Nesse caso, 0 
macaco escapa de ser alvejado. 


h ta = 1,785 
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Chamo a atenção do leitor para o fato de que essa estratégia de usar о 
referencial em queda livre para “desligar a gravidade” só dá o efeito desejado 
quando esse referencial inicia a sua queda juntamente com os corpos da 
questão, а fim de que o tempo de queda At ет 1/2-g-At? seja igual para 
todos. Para isso, os corpos, por sua vez, precisam iniciar seus movimento no 
campo gravitacional uniforme simultaneamente. Em problemas em que os 
projéteis não foram disparados simultaneamente, não há como “desligar a 
gravidade do problema”. е E ж 


Questão 114 - Solução 
a) Conforme a resolução da questão anterior, no referencial em queda livre, o 
projétl se moverá em MRU na direção exata do macaco e, conforme o 
enunciado da questáo, atingirá o macaco no instante dado por: 

Bis di +h? 

Vo Vo 

b) No referencial da Terra, o macaco cai em queda livre e, no instant 
encontrado no item a, já terá sofrido o deslocamento: 


———2 

gé g Ма? +h? _ g-(d +) 
2 2| v 2N2 

Logicamente que, ao admitir que o macaco é atingido pelo projétil, 

enunciado está garantindo que o macaco não chega ao solo antes de ser 

alvejado, ou seja, que o deslocamento Ay calculado anteriormente é menor do 

que a altura inicial do macaco em relação ao solo (Ay < h). 


Ay = 


Questão 115 - Solução 
a) Conforme a resolução da questão 113, no referencial em queda livre (ou 
seja, desligando a gravidade), os projéteis descrevem trajetórias retilíneas em 
MRU e, portanto, para que eles sempre colidam, as distancias percorridas por 
cada um devem satisfazer a lei dos senos: 

Yat = Mt = V,sena = V,senB (ед1) 

senp sena 
Essa condição eq1 equivale a igualar as componentes verticais das velocidades 
de lançamento dos projéteis, o que faz sentido. Afinal, se essas componentes 
verticais forem iguais, os projéteis estarão necessariamente na mesma altura, 
em qualquer instante, o que é uma condição necessária para que eles sempre 
colidam, mas não é suficiente. 
b) Para que a colisão entre os projéteis ocorra efetivamente, ela deve 
acontecer antes de eles caírem no solo (obviamente ©). Em suma, o instante 
da colisão deve ser anterior ao instante em que os projéteis chegam ao solo. 
O instante t da colisão pode ser determinado estudando as componentes 
horizontais dos movimentos uniformes de cada projétil: 
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p (eq2) 


Va-cosat + М соѕВі = D = ї= = == 
Ё Р Ё Va-cosa + \Масо5В 


O tempo de permanência no аг (Ту) dos projéteis é o mesmo, devido à 
condição já imposta pela relação eq1. Ele vale: 
2-Va -sena _ 2-V¿ -senB (еаз) 


T = 
Vôo 8 8 


Assim, para que a colisao entre os projéteis ocorra enquanto eles ainda 
stejam no ar, devemos ter: 


t<T, zs D E 2.V4.sena 
voe V,.cosa + Va cosf 8 


2V,sena -(V¿cosa + V¿cosB) 
9 


О < 


Questão 116 - Solução 
Conforme a resolução da questão 113, no referencial em queda livre 
(ou seja, desligando a gravidade), os projéteis descrevem trajetórias retilineas 


em MRU. 
Assim, as abscissas de A e B, em função do tempo, são dadas por: 
Xa =vacosat e хв =2h + ve.cosf.t 
Fazendo xa = xg, vem: va.cosa.t = 2h + vecospt (ед1) 
As ordenadas de A e B, em função do tempo, são dadas por: 
ya = h + vasenat е ув = vesenf.t 


Fazendo ya = ув, vem: h + vasenat = va.senf.t (ед2) 
Isolando h em eq2 e substituindo em ед1, 


VA.COSQ — VB.COSB = 2vp.senfB — 2va.sena 
Dividindo todos os termos por vs, vem: 
у M M 2.senf + cos 
—Acosa-cospB = 2senf - 2.—^sena > УА RR al t cosh 
vB vB Vg 25епа + соѕа 


Questão 117 - Solução 

Admita que as partículas sejam lançadas da origem (0, 0) do sistema de 
coordenadas cartesianas e que colidam no ponto P de coordenadas (x, y). 
Sejam t: e tz os tempos que as partículas levam para іг da origem até o ponto 
P (x, y). Queremos determinar o valor de t: — tz. 


Para a partícula 1, podemos escrever: 


Х v.cosa.t, (eq1) 


4 
y = v.sena.t, -59% (eq2) 


8 Respostas e Soluções 365 


Para a partícula 2, podemos escrever: 


x=v.cosBt, (eq3) 
1 
y = v.senfit, -;9® (eq4) 
Dividindo eq1 e eq3, membro a membro, vem: dia SS (eq5) 
tj, cosa 


[NND > trt; cosprcosa _, ARA ma Lu (eq6) 
t; cosa t; cosa cosp + cosa 
Das relações eq2 e eq4, vem: 


1 
v-(sena.t, - senf.t )-1g.(É -Q) > vt (sena. — senp) = 2д-(@ —12) 
1 ui cdi 2 a 2 


(eq?) 
Substituindo eq5 e eq6 em ед7, vem: 
1 
V (t, +t ).cos a -(sena. cosp -senp) = –9: (tê — t2) 
соѕВ + cosa cosa 2 
ires _senta -P)_ O legal, né ? 


g cosfp+cosa 

Nesse problema, náo podemos usar a estratégia de “desligar a gravidade 
(veja a solução da questão 113) visto que os projéteis não foram disparados 
simultaneamente. 


Questão 118 
Dica: Segue a mesma sequência de passos da resolução da questão 117 
Resposta: t, t, = 2v sena-B) 

g cosp-4cosa 
Questão 119 - Solução — 
a) O projétil tem uma componente de velocidade u.cos(a-p) na direção da 
rampa e u.sen(o-B) na direção normal à rampa. As componentes da 
aceleração da gravidade são g.senf ao longo da rampa e g.cosf na direção 
norma! à rampa. Para determinar o tempo de vóo, podemos escrever na 
direção normal à rampa: 


V=Votat 


u.sen(a — В) э me 2u.sen(a — В) 


0=u.sen(a-B) -g.cospt => t= cosp EST 


b) Ao longo da direção da rampa, o projétil executa um MRUV com velocidade 
inicial u.cos(a-B) sendo retardado pela componente da aceleração da 
gravidade g.senf. Assim, o alcance OP ao longo da rampa é dado por: 2 
2usen(a -B)  gsenp ( 2usen(a — 2) 
g.cosp 2 | gcosp 


OP = МЛ е + > (tubo 2 = u.cos(a - B). 
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ОР = 


2u? f sen(a.- p). costaz В).со5В _ serto posent 
g 1 cos? В соѕ? В 


ОР , A senta -B) арор) - senf.sen(a - В) ] 
gcos? p 


2 2 
OP- 2u*sen(a - B) cos(p bucn > ОР= 2u^sen(a – B).cosa (eat) 


gcos” В gcos? В 
c) Para que OP seja máximo devemos maximizar a função trigonométrica: 
F(a) = sen(a — B).cosa (eq2) 


Note que В é um ángulo fomecido no problema, portanto, é uma constante. 
Queremos achar o valor de а para que a função F(a) acima assuma seu valor 
1áximo. Fazendo 012 а – В e Ө2= о, a função F(a) pode ser reescrita como: 


F = sen8:cos0?2, com (01-02) = a - B — а =-f = constante 
Da trigonometria, a função F de ser rescrita como: 


F =sen0,cos0, = — > [sen(o, +0,) + sen(0, —6;)] 


Entretanto, sendo (04 – 02) = S s podemos escrever: 
F- [sent +05) + constante] 


Assim, para que F seja máxima, sen(61 + 02) deve ser máximo, portanto: 


p 


Ө, +0, 290? > a-Bra=90º > uc er (eq3) 
d) Determinaremos o valor máximo do alcance OP encontrado no item b, que 
ocorre para ángulo de disparo a dado pela relação eq3. Analisando primeiramente 
a parte trigonométrica da relação eq1, vem: 
 Sen(a-f)cosa  sen(90? —a). cosa _ cos? a 
cos? В cos? В cos? В 


052 
Usando дие cos(2a)=2.c08%a-1 >  costa= 1с. ует 


2 
за а 1+cos(B+90%) — 1-senp 1 
cos?B 2соѕ? В 2cos? B 2-(1-sen?B) 2-(1+ senp), 
Assim, o valor máximo do alcance OP é dado por: 
OP A sen(a — p). cosa _ 2u? 1 es 
7" max — A AA рлер RA max A RE 
g cos? В g 2.(1+senf) 9.(1+ senf) 
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Uma resolução alternativa para essa questão será apresentada ao leitor na 
página 251 — Exemplo Resolvido 8. 


Questão 120 - Resposta: P 
2 


2 
2u.sen(o. + B) , b) ‚ее с) « = 45° – В/2, d) 
g.cosp g cos” В 
Questão 121 - 5 
Essa tese é facilmente demonstrada fazendo uso dos resultados já obtidos na 
resolução da questão 119. 


EN HESSE 
а) g.(1- senp) 


Questão 122 - Resolução: : 
Considere o novo sistema de coordenadas cartesianas abaixo com o elxo x 
(nova horizontal) paralelo ao plano inclinado e o eixo y (nova vertical) 
perpendicular à rampa. A gravidade também foi descomposta em suas 
componentes gx e gy, de modo que teremos MUV tanto ao longo do eixo x 
quanto ao longo do eixo y. 


а = 45° 
correspondenies 
Triângulo isósceles 
45°, 907. 45° 


Como a velocidade final V deve ser horizontal, temos que a = 15 
(correspondentes) e, assim, o triângulo das V, Vx e Vy é isósceles (45°, 90°, 
45º). Dessa forma, temos Vx = Vy = Uy = U.senp. 

Na direção da nova vertical y, o tempo de subida continua igual ao tempo de 
descida e ainda se tem Vy = Uy = U.senf, embora Ux z Vx. Dessa forma, о 
tempo de vôo será dado por: 


2 2 Uy 5 = 2U-senf 
vôo gy м9 gcos45? 


Na direcáo x, podemos escrever: 
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Vi=Vox-Axt =  Usenp = U.cosp -эземе| Peer | 


g.cos 45° 


senB = соѕВ - 2senf = 3senp-cosp = B= 


Questão 123 - Solução 
O projétil tem uma componente de velocidade u.cos(a-B) na direção da 
rampa e u.sen(o-B) na direção normal à rampa. As componentes da 
aceleração da gravidade são g.senf ao longo da rampa e g.cosf na direção 
normal à rampa. Para determinar o tempo de vôo, podemos escrever na 
direção normal à rampa: 


V 
0 


Vo + at 


u.sen(a — В) э bus mie 2u.sen(a - p) 
g.cosp g.cosf 
Ao longo da direção da rampa, o projétil executa um MRUV com velocidade 
inicial u.cos(a-B) sendo retardado pela componente da aceleração da 
gravidade g.senf. Como o projétil incide normalmente à superficie da rampa, 
a componente da velocidade do projétil na direção da rampa, no instante da 

colisão (t = tvso), deve ser nula: 


М = Vo + alt 


O = u.cos(a-B) – g.senBt, no instante t= 


u.sen(a-p) – g.cosB.t > t= 


2u.sen(a — В) 
g.cosp 
2u.sen(a — В) 


> 2.tg(a – В) - cotgf 
g.cosp 


O = u.cos(a - B) - g.senf - 
2 tga - tgp 


з = cot > 24да — 2.1 = cot + {да 
T+ tgo.tgB gp ga gp gß 


tga = 2.tg + cotgp 


Questão 124 - Solução 


Na figura, temos: 
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yV1-Va 
9 


Como os projeteis estão sempre a uma mesma altitude, a distância entre eles 
será apenas horizontal, sendo dada por: 


gt + 921202 = 921202 + Viv? > gt = v~? > t> 


—— 


NEZAJ 


D = (у,+у»){ = (v1+vV2) 


Questão 125 - Solução 

O projétil lançado do ponto A descreve uma trajetória parabólica e atinge a 
posição B t segundos depois. Da condição de perpendicularismo entre v e u, 
podemos escrever: 


cosa 2 
=» ES v.cos' a 
sena 


tga = Ux > u 


y= 
uy 


Adotando o referencial positivo apontando para cima T. as componentes 
verticais da velocidades se relacionam por: 


29) 
v.cos'a 
Cuy) = (vy) + (-9).t > |- NU "ema |" (+vsena) - gt 
2 2 2 2 

v.cos а vsena | v.cos?a v.(sen^a + cosa ) 

gt = vsena — —— = DD DDT. 
sena sena sena sena 
-N 
g.sena 


Questão 126 - 1º Resolução: 
A velocidade relativa entre as partícula na horizontal vale: 
Vx-rel = v.(cosa+cosB) 


А velocidade relativa entre as partícula na vertical vale: 
Vy-rel = (vsena-gt) — (vsenB-gt) = v.(sena -senf) 


Assim, a velocidade relativa resultante entre as particulas vale: 


Vrel= VVx-rel? + Vy-rel? = v2(cosa + cos py? + v2(sena - senf)? 


Vrel = v2 +2.cos(a+B) (е1) 
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Da trigonometria, são conhecidas as seguintes relações trigonométricas: 
cos(2y)=2.cos2y -1 = 2 + 2с05(2у) = 4.cos?y, fazendo у = X2, vem: 


2 + 2cosx = 4.cos? (5) , fazendo х= (a + B), vem: 


2 + 2cos(a + В) = 4.0053) (eq2) 


Substituindo eq2 em eq1, vem: 


Vrel = v/2+ 2.соѕ(а+ 8) = «eos! БЭ => Ме! = rH 


(ea3) 
A relação eq3 nos diz que a velocidade de uma partícula em relação à ошга 
é constante no tempo. О efeito da gravidade nào é sentido no referencial 
dessas partículas. No referencial de uma delas, a outra nào cai (a mesma 
idéia que aprendemos na resolução da questão 113), mas sim, se afasta da 
primeira em MRU com velocidade constante dada pela relação eq3. 


Assim, a distância entre elas, t segundos após o lançamento, é dada por: 


D=Vrelxt > D= E 


Esse problema também poderia ter sido resolvido usando a estratégia de 
“desligar a gravidade” mostrada na resolução do problema 113. 


Questão 126 - 2º Resolução: 


A figura abaixo mostra o diagrama cinemático dos corpos A e B, no instante 
do lançamento, a velocidade e a aceleração de cada um (em relação à Terra). 


Varr 
V е 
L —@ E 
corpo B corpo A 
g 
figura 1 yr figura2 


Considere os seguintes parámetros: 


Varr = velocidade do A em relacáo à Terra 


Мвт = Velocidade do B em relação à Terra 
Удв = velocidade do A em relação a B 
адт = aceleração do A em relação à Terra 
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авт = aceleração do B em relação à Terra 
aam = aceleração do А em relação a В 
Iremos entretanto fazer uma mudança, passando do referencial da Terra para 


0 referencial do corpo В. Nesse referencial, B logicamente está imóvel e А se 
move com velocidade Vas (velocidade de A em relação a B) dada por: 


VyB=Var-Var = Var + (Ver) (еч1) 
Var | 
V 
37 corpo A; a 
FED Ja A IP 0 75 
согро В Б: M 
Р V LM 
Var А Ver a 
figura 3 figura 4 
A relacáo eq1 mostra que Vas é a soma (resultante vetorial) entre os 


vetores Var е -Vpr que têm o mesmo módulo V e formam entre si um ángulo 


a+B. Quando dois vetores têm o mesmo módulo, a resultante entre eles fica 
bem na bissetriz do ângulo formado entre eles. 
dl 


сороА! 30 >> 


TNAT 


L9 VAB 
8 
^ Verr 
figura 6 


Assim, no referencial do B, ele próprio encontra-se parado (figura 5)eAse 
move com velocidade Vye posicionada na bissetriz entre Var e -Ver 
(figura 6) e com módulo: 

apl = V.cos6 + V.cos0 = 2V.cos0, com 0+0 =a+ß = Ө = (a*py2 


[Улв|= 2\/.созӨ => uolo 2V.cos[ 228 > e) (eq2) 


Nesse mesmo referencial no qual B está imóvel, A se move com aceleração 
ans (aceleração de A em relação а B) dada por: 

адв = адт - авт = (49)- (19) = ämw=0 
Assim, vemos que essa mudança de referencial leva ao “desligamento da 
gravidade” uma vez que A e B compartilham da mesma aceleração da 


gravidade em relação à Terra e, assim, a aceleração relativa entre eles é nula. 
Assim, para um observador fixo em B, ele próprio encontra-se parado e vé o 
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corpo A se afastar de B em MRU (aceleração nula) com velocidade constante 
de módulo dado por ед2. Assim, qual a distância entre eles após um tempo t 


Ora, como se trata de um movimento uniforme, podemos escrever 
simplesmente: 


D= Мав: > D= 2v.cos[ $28) 


Uma vez que a distância entre dois corpos independe do referencial, a 
expressão acima também fornece a distância entre os projéteis em relação à 
Terra t segundos após o lançamento simultâneo deles. 


Questão 127 – Resolução: 
A função horária da ordenada y da partícula (na vertical) é dada por: 


- 42 
y=h+ voyt- 9-, queremos saber em qual instante t teremos y = 0: 


2 
O-h + vysena-t — s =» (2). - (vsena).t - h= 0 


2 
[e 
a 
Essa equação do 20 grau tem duas soluções: 
-b- J^ -b4 JA 
ta = e іњ= ——, at=tg-t 
A 2a B 2a B 7 lA 
y y 
VA ------ 
ve US 
NE | 9 
" 
pá Ы ? 
i trajetória | | gráfico | 
: x А to 
A : А uS E 
< са е: O 
gráfico 1 gráfico 2 
f Z 263/7 ^ 
Assim, D = V,-At= V.cosa- -5+УА -b- 4A A, 7 
2a 2a a 


D- Vcosa 


¿(sena)? + ano => D= 2V cosa fy? conta + 2gh 
9 


Quando escrevemos a função horária e igualamos y = 0, estamos 
perguntando para a função horária quais os valores de t para os quais 
teremos у = 0. A Matemática nos responde dando 2 valores para t, por que 
isso acontece ? 


Ora, a coitadinha da Matemática O faz o gráfico de y(t) em função do tempo e 
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acha dois instantes ta e tg para os quais ocorre y(t) = O (gráfico 2). Para ela, 

de fato, o projétil passa pela posição y = O em dois instantes. Mas como ? 

Para ela, tudo se passa como se o projétil viesse do subsolo em trajetória 

ascendente (gráfico 1), passasse por A subindo, atingisse a altura máxima, 

descesse em seguida e passasse por B. f 

Para ficar mais claro, analisemos a seguinte situação problema: 

Um corpo foi lançado verticalmente para cima de uma altura 25 m com 

velocidade Vo = 20 m/s contra uma gravidade g = 10 m/s?. Quanto tempo após 

9 lançamento ele atingirá o solo ? Р 
t? } 

у =h+vt- S, queremos saber em qual instante t teremos y = O: 


2 \ 
0=h+ vot - S => 9 02 . (vsena).t -h= 0 
2 2) —— i 
b с 
а 
52-201-25-0 > tĉ?-4t-5=0 > U=-1s, "= +55 
Fisicamente, o movimento se iniciou (t = O s) na posição b e seguiu o percurso 
bcde até chegar ao solo em t = 5 s. Para a matemática, o corpo passou pelo 


solo (y-0) no instante t = —1s (ponto a, gráfico 3), fez o percurso bcde, 
passando por y = 0 novamente ет = 5 s. 
t=+2 =-2 
YE ов NP — 


с N | f € 
` | { 
t=0,b dit=+4 2B 1t=-41b | d't-0 


0; iz-tia е t=+5 0 | =-5а ае t=+1 


Gráfico 3 Gráfico 4 


Dessa forma, decorre um intervalo de tempo 5 — (-1) = 6s entre as duas 
passagens pelo solo. Mas o que ocorre se invertemos apenas O sentido da 
velocidade inicial de lançamento, que agora será Vo = -20m/s, ou seja, 


20 m/s para baixo ? 
\ 
9 2 + (узепа)4 -h= 0 
JA A 
/ 


C 
a 


Note que, inverter o sinal de vo na equação acima não afeta o produto das 
raízes (c não muda), invertendo apenas o sinal da soma da raízes (b muda de 


sinal). Nossa equação muda de 2-4t-5=0 para t?«4t-5-0 cujas raizes 
sãot=-5s e 1" = +1 s. Agora, o que mudou ? 
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Fisicamente, o lançamento vertical para baixo se inicia (t = Os) na posição "d" 
no gráfico 4 acima e se choca com o solo já na posição “e”. Para a 
Matemática, entretanto, o corpo passou pelo solo em t = —5s (posição a), 
seguiu o percurso bcde e passou pelo solo em t = +1s. De qualquer maneira, 
o intervalo de tempo entre as duas passagens pelo solo permanece o mesmo 
de antes, ou seja, decorre um intervalo de tempo 1 — (-5) = 6s entre as duas 
passagens pelo solo. 

Essa é a chave do entendimento da resolução da questão 127: inverter o 
sentido da velocidade Vo do disparo do projetil (gráfico 1) não altera o 
intervalo de tempo At = tg — ta entre as passagens do projétil pelo solo, 
portanto, também não altera D = Vx.At. 


Questão 128 - Solução 
y? 
O alcance horizontal D de um projétil é dado por: D= тй 


y2 
O valor máximo desse alcance (рага a = 45°) vale: A = P (eq) 
Conforme vimos no capítulo 6, página 225, relação eq3, a equação da 
trajetória parabólica no lançamento de projéteis é dada por: 


gx 


рыт сарын (eq2) 
2.N2.cos? о. 


y = tga-x - 


segundo o enunciado, a trajetória do projétil desse problema deve passar 
pelo ponto de coordenadas: 


(^ AY (М? М? 
и (4.4) (5) 


Assim, substituindo-se esses valores de x e y па relação ед2, vem: 


(tgo... >  tgla-8.1ga 49-0 
g 


As soluções dessa equação do 2º grau são as tangentes dos ângulos de 
lançamento o4 e a2 para os quais o projétil passa pelo ponto desejado. O 
valor de tgas + {даг é a soma das raízes dessa equação: 
tga, + tga, Ee = 22 =8 © (legal, né?) 
a 
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Questão 129 - Solução 
O alcance horizontal R atingido pelo projétil vale: 


v? | 
АВ = К = —2sen8.cos8 (ед1) 
9 i 


Do triângulo, vemos que: 


R-x)4 yx yR' 
tga +1 M АЕ = y(R-x)*yx > t +t mA T D (eq2) 
Чачы = XR-x) да+ В = rx 
Da equação da trajetória parabólica, vem: 
б Р 
g-x gx 
y = tg. x - —c——— = tg0.x|1 — == 
3 2.v?.cos?0 S | 2v? Sul 
x (ед1) х х.(К-х) 
= 190. реа elvis 4 = | = tgo. 2 
y = tg0-x|1 > tgo x? z] g = 


2% senó.cosó 


tgo = 


Comparando ед2 е ед3, vem: 


150 = (да + tgB © massa, né ? 
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Questão 130 - Solução 


A partícula é lançada da origem O com velocidade u formando um ángulo а 
com a horizontal. Considere que a partícula atinja o solo no ponto K, após ter 


raspado os quatro vértices superiores F, E, D e C do hexágono regular ABCDEF 
de lado c. 


Seja c = 2a. Do vértice F descemos um segmento de reta vertical FL . 
Seja OL =h. 
AL =2a.cos60º=a, FL = 2a.sen60?- a/3 e EA=2FL= 2/3 


As coordenadas dos vértices F e E são (h, а\/3) e (h«a, 2a43) 
respectivamente. 


A equação da trajetória parabólica é dada por: 


2 
9-х 
—> eq1 
2.u?.cos? a (qu 


y-tgo:x – 


OL A M B RX 

A trajetória parabólica (ед1) passa pelo ponto E (h+a, 2243): 
g-(h« af 

2.02.соѕ2 а 


A trajetória parabólica (ед1) também passa pelo ponto F (h, ау/3): 


2a43 - (h  a).tga. — (eq2) 


g-h? 
ay3 = h.tga – ——=—— eq3 
3 24?.cos? а (ea3) 


Subtraindo eq2 e eq3, membro a membro, vem: 


- 2 — 
SALSA a Ma 


3 g 
ay3 = atga — 
3 2.u?.cos? а 2u 


= de costa (OM) 
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O alcance OK no plano horizontal é dado por: OK = 2u?sena. cosa / g 
2.0M = 2u?sena.cosa / 9, onde М é o ponto médio de OK. 


OL+LA+AM = u?sena.cosa/g > h+a+a = Usenacosa/g 
q? - 9 (h+28) 


> = 
sena.cosa 


(eq5) 
g-(2h+a)-sena cosa 
2.9.(h + 2a)cos? a 


_ 2h * 2a) 6 
tga UT (eq6) 


Substituindo ед5 em ед4, vem: 4/3 = tga - 
УЗ =tga- (2h+a)-tga TUN M 3a-tga 
(2n+4a) 2h+4a 


2 3. 
Da relações ед5 e eq6: (һ+2а)= sa 248 -tga 


2 
2 
2/3-tga 2 senaosa _, u? cos? a = 298 (eq7) 
Substituindo eq6 e eq7 em eq3, vem: 
. 2 E 2 
aB = па с — S... 20928) gh 


2u2.cos? a ad3 av3.g 


-4a + 16a? +12а2 


2 


За? =h? + 4ah => h?+4ah-3a?=0 > h= 


һ=-2а+а/7 > h-2a- a/7 (eq8) 


Da figura na página anterior, vemos que o alcance desejado vale: 


(ea8) 
OK=(OL+LA)2 + АВ = (h+a)2 + 2а = 2(һ+2а) “= 2247 


Massa, né? O 
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Questão 131 - Primeira Resolução 

A trajetória do gafanhoto é uma parábola que tangencia o tronco em dois 
pontos B e B* simétricos em relação ao eixo vertical que passa pelo centro da 
secção circular. Até agora não sabemos nada sobre esses dois pontos В e В*. 
Eles podem ou não coincidir com o ponto E no topo do tronco. 


O gafanhoto salta do ponto A com velocidade inicial Va fazendo um ângulo a 
com a horizontal. Nos pontos de tangência B e B*, o gafanhoto tem 
velocidade Vs fazendo um ángulo В com a horizontal. 


No ponto B, a componente vertical da velocidade vale: 
Ve.senf = g.tz (ед1) 


onde tz é o tempo de vôo para o trecho BC (С é o ponto mais alto da trajetória 
parabólica). O correspondente deslocamento horizontal BF vale: 


Vs.cosp.t2 = R.senp (ед2) 


\А*_ 


Multiplicando-se ед1 е ед2, membro a membro, obtemos: 


gR 
cosp 


B= (eq3) 


Da equação de Torricelli para a componente vertical do movimento (MUV), do 
ponto A ao ponto B, temos: 


Vê .sen?B = Vê sen?a – 2.9 R.(12- cosp) 
Vê sena = V2.sen?B + 29R(1+cosp) (eq4) 


Como a componente horizontal da velocidade permanece constante, 
podemos escrever: 


(Va cosa)? =(Vacosp? => Vê(1-sento)= V2(1-sen?p) (eg5) 


Somando ед4 е eq5, vem: Vá = М8 + 2.9R(1+c0sB) (eq6) 
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A relacáo eq6 poderia ter sido obtida diretamente, sem fazer uso das 
relações ед4 е ед5, através da conservação da energia mecánica entre 
as posições A e B do movimento do gafanhoto. Como esse assunto só 
será abordado no volume 2 desta obra, optei por fazer uso apenas de 
recursos cinemáticos para a resolução do problema. 


Substituindo eq3 em eq6, vem: 


x 


) (eq?) 


м gR 2. 2. . 1 
2 Td gR(1+cosB) = м2 = 289 ера ET 


Рага determinar o valor mínimo da velocidade (ет ед7), devemos determinar 
o valor mínimo da expressão trigonométrica: 


1 
Y = cosB + eq8 
В 2cosp (eq8) 


Para isso, podemos partir do fato de que qualquer nümero elevado ao 
quadrado é maior ou igual a zero. Se isso é verdade para qualquer nümero, 
certamente será verdadeira a sentença matemática abaixo: 


\2 
(м=р - =) 20 


VZ:cosp 
HEP 2 
— 2 — | 1 1 
(VcosB) Е adoos ср + (35) 
zad ды E l $ 
cosp с " TET 20 > соѕВ + T > 42. (eg), 


Assim, vimos que o valor mínimo da expressão trigonométrica mostrada em 
ед8 vale /2, mínimo esse que é atingido exatamente no caso em que os 
termos cosf e 1/(2.cosB) são iguais entre si, ou seja: 


cos = > cosg = 2 => В = 45° 


2cosp 


Substituindo o valor В = 45° em едт, encontramos: 


Va min = [вө 1+ 42) 


A expressão acima fornece a velocidade minima que o gafanhoto deve ter 
para conseguir saltar o tronco cilindrico. 


Para aprender as melhores táticas para a determinação de máximos e 
minimos de uma grande variedade de funções, sem usar derivada, 
recomendo fortemente o fantástico livro Tópicos de Matemática — volume 1, 
de autoria dos profs. Carlos Gomes e José Maria Gomes, a venda no site da 
Livraria VestSeller. 
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Questão 131 - Segunda Resolução 


A trajetória do gafanhoto é uma parábola que parte do ponto A, tangencia o 
tronco em dois pontos B e B* simétricos em relação ao eixo vertical que passa 
pelo centro O da secção circular e, finalmente, atinge o solo no ponto A* como 


mostra a figura abaixo. 


Imagine que o gafanhoto já esteja no ponto B e deseja atingir o ponto B* 
usando velocidade Vs mínima. Em outras palavras, ele deseja encontrar o 
arco de parábola BCB* que otimiza esse salto, permitindo executá-lo com 


velocidade inicial mínima. 


Em linhas gerais, as condições que se deve impor para que um projétil atinja 
um alvo distante usando mínima velocidade de lançamento são as mesmas 
que se impõe para que o projétil atinja máximo alcance a partir da posição 
inicial de lançamento. Como B e B* estão sobre uma mesma reta horizontal, a 
condição clássica para atingir máximo alcance horizontal nesse caso é um 


ângulo de disparo = 45º. 


Esse fato ficará ainda mais claro adiante, quando você estudar o capítulo 6 
sobre a Parábola de segurança. Lá você aprenderá a Propriedade 9 que 
afirma que, quando um lançamento ocorre de forma otimizada (na condição 
para alcance máximo ou velocidade mínima de lançamento), os vetores 
velocidade inicial e velocidade final são necessariamente perpendiculares 
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entre si. Dessa forma, os vetores ү} e Vg. na figura são perpendiculares 
entre si. Seus prolongamentos formam um triângulo isósceles BGB* tal que 
В + B + 90º = 180º, de onde se conclui que, de fato, В = 45º. 

Contenha sua ansiedade, ok © ? Quando você chegar ao capítulo 6, tudo 
isso será explicado detalhadamente. 


À expressão clássica do alcance horizontal A nos permite escrever: 
Ve? 
A=sen(2p) сот B=45º e A=BB" -2Rsenf no triángulo ВОВ“. 


Substituindo, vem: 


2 2 = 
М 
2Rsenf = E sen(2p) > 2Rsen45º = jad > |Va? = Rgy2 


Pela conservagáo da Energia Mecánica no trecho AB da trajetória parabólica, 
podemos escrever: 
2 2 


mgHa + Tua = mgHg + me , com Ha =0 e Hg = К.(1+ cos) 
2 2 
0 + Ma = mgHg + т\з 


Va? = 2gHg + V, com Hg =R(1+c0s45º) e Va? = Rg/2 

Va? = 29R(1+cos45º) + но/2 

Va? = 2Rg + 52 + Rgv2 

Va? = 2Rg + 2894/2 

Va = y2Rg(1+ 2) 

Essa segunda resolução é bem mais simples e mais objetiva do que a 
primeira resolução. Entretanto, ela requer que o aluno já conheça algumas 


propriedades do Lançamento Oblíquo otimizado e também conservação da 


energia mecânica. 
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Questão 132 - Solução 
No referencial da Terra, as partículas tém coordenadas cartesianas (x, y) 
dadas, em funcáo do tempo, por: 
Partícula 1: (u.cosa.t, u.sena.t — g.t?/2) 
Partícula 2: (v.cosB.t, v.senf.t — g.t?/2) 
Particula 3: (w.cosy.t, w.seny.t — 0.1/2) 
O problema será mais facilmente resolvido num referencial em queda livre 


(veja a resolução da questão 113), o que equivale a desligar a gravidade. Nesse 
referencial, as partículas têm coordenadas cartesianas dadas, em função do 


ү рог: 


Partícula 1: (u.cosa.t, u.sena.t) 

Partícula 2: (v.cosfB.t, v.senf.t) 

Partícula 3: (w.cosy.t, w.seny.t) 

Da Geometria Analítica, a condigáo para o alinhamento das trés partículas é 
u.cosa.t usenat 1 

v.cosBt vsenBt 1) = 0 

w.cosy.t w.senyt 1 


Desenvolvendo o determinante acima, encontramos: 


u.w.sena.cosy.t? + u.v.senf.cosa.? + v.w.seny.cos.t? — и.у.ѕепо.соѕр.Ё - 
— v.w.senf..cosy.t? — u.w.seny.cosa.t? = 0 


u.v.(senB.cosa — sena.cosB) +  v.w.(seny.cosf — senf.cosy) + 
+ u.w.(sena.cosy — seny.cosa) = O 

u.v.sen(B – a) + v.w.sen(y — B) + u.w.sen(a — y) = O 

Dividindo cada termo por u.v.w, vem: 


sen(p — a) S sen(y — 3) à se(a-y) _ 0 
w u v 


Logicamente que, se os projėteis encontram-se alinhados no referencial em 
queda livre, eles estão alinhados em qualquer outro referencial, inclusive em 
relação à Terra. Se você пао conhecia que essa condição para alinhamento 
de três partículas utilizando determinantes, você pode usar o fato de que: 


Se três pontos 1, 2 е 3 estão alinhados, a inclinação Ay/Ax do segmento que 
liga os pontos 1 e 2 devem ter a mesma inclinação do segmento que liga os: 
pontos 2e 3, ou seja: SUNS ce А 6 "S — | 
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| (5) Є (2) al г 33.2 
Аха (2х з ольха и 


O— а 
Usando esta propriedade acima, em vez de determinantes, vocé chegaria à 
mesma resposta para este problema. 


Questão 133 - Solução 


=D ev 195 - OMA ______________________ 


Seja А = А: о alcance do canhão quando ele se encontra ao nível do mar: 


R,= 2u?^senacosa (eq1) 
9 | 
Agora admita que o canhão esteja montado sobre uma plataforma de altura h. 
Ajustando a origem (0, 0) do sistema de coordenadas cartesianas de forma 
que ela coincida com a nova posição do canhão, a bala do canhão cairá na 
água no ponto P de coordenadas (Rz, -h), onde Rz é O alcance nessa nova 
situação, ou seja, O'P = Rz. 


9 (Ra,-h) 
A equacáo da trajetória parabólica (relacáo eq3, página 225) é: 
2 
g:x 
= tga:x - —S——— 
y= 2u2.cos? a 


Essa trajetória parabólica passa pelo ponto (Rz, -h), portanto: 


2 
-h=tga-R, — UE = gR2 - 2u*senacosaR; - 2u?hcos?a = 0 


Usando ед1, vem: gR2 - gRR; - 2uóhoosó a = 0 


ав, + 9282 + 4g2u^ h.cos^ a 


R _ -b« yb? – дас 
2 =— 29 


E (eq2) 


R2 


Extraindo cosa de eq1 e substituindo em eq2, vem: 
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7 SS 
gR, + [9282 + 8gu?h. EN. 
,4u'sen'a | 


В, = т 

R А 2gh R Б, ! 2gh 
R = 442 1+ —L—— = A AS 
á 2°72 uĉsen?a 1 2 2 u?sen?a 


— 
Ri h4 29h Ri com R=A e 2A=R2=Ri 


u'sen'a 
AA = À. fea 1 
2 u^sen^a 


Questão 134 - Solução 
O canhão localizado no alto de uma colina de altura h inicialmente dispara o 


primeiro projétil com velocidade inicial u formando um ângulo a com a 
horizontal. Fixando a origem (0, 0) do sistema de coordenadas cartesianas no 
canhão, a bala do canhão cai no solo no ponto Р de coordenadas (R, -h), 


onde R é o alcance horizontal obtido no solo. 


n (Rh) 
A equação da trajetória parabólica (relação eq3, página 225) é: 
2 
g:x g:x 2 
= tga.x - —À2———— = tga- x- —Ssec'a 
УЫ 2u?.cos? a E 20 


Essa trajetória parabólica passa pelo ponto (К, —h), portanto: 


-R2 R2 ! 
-h = tga-R - ta +) > he 9 (уо +1) - tga-R (eq1) 
Ч .u 
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O segundo projétil, disparado com a mesma velocidade и numa direção que 
forma um ângulo В com a horizontal, atinge o mesmo alcance horizontal do 
primeiro projétil. A equação da trajetória parabólica do segundo projétil é: 
2 
g: х? 9-х 2 
———— = tgx- sec^p 
2.4?.со5?В op 2u? 


Essa nova trajetória parabólica também passa pelo ponto (R, —һ), portanto: 


y= {В-х m 


.R? p? 
-h = tgp. R - RACE +) > h= rl +1) — tgB-R  (eq2) 
uu . 


Subtraindo eq1 e eq2, membro a membro, vem: 


2u? 


R=— O 3 
g.(tga + tgB) tens 


gR? 2 2 
30 (tg^a -tg^B) = R.(tga - tgp) = 


Substituindo-se eq3 em eq1, vem: 


32 


g 2u? 2 242 
= | ————.| (tga +1) — ідо ———— ——— 
24? | g.(tga +198) (tg ) g E 
4 2 (402 
hs 9 : 4u „(да +1) - 2u*.(tg^a + tgo.tgp) 
2uº g”.(tga + tgB) g.(tga + tgB) 


h ML „ш. + 1 -tga – tgo.tgp) 
9(tga + tgp)? 


2 2 
h = 201 — (90496) > n 26, cota(a +B) (massa, né ? &) 
g.(tga. + tgp)? g (tgo tgp) 


Nesse problema, nào podemos usar a estratégia de "desligar a gravidade" 
(veja a solucáo da questào 113) visto que, apesar de os projéteis terem sido 
disparados simultaneamente, a duração At do movimento deles não é a 


mesma visto que um chega ao solo antes do outro. 
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Questão 135 - 1º Solução (por Leone William dos Santos — Duque de Caxias - RJ) 
Para compreender essa solução, o leitor deve ter lido e compreendido bem a 
solução da questão 113 página 360. Lá eu ensino a interpretar o lançamento 
oblíquo como uma superposição de um MRU com uma queda livre a partir do 
repouso. Se necessário, retorne à questão 113 antes de prosseguir. 


h 


23 
ROS 2 
3 d 
H 
p [o] 4. 
x 
2 
А ul х |y t; 
Teorema da bissetriz interna: —— = —— > y=x| + (eq1) 
92 9р t 
gu ge 


2 
Teorema de Pitágoras: X^ + ECL) = y? (ед2) 


Substituindo ед1 em ед2, vem: 


х2 + Е) : e a Eee] = (8-4) 
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Questão 135 - 2º Solução 


Para compreender essa solução, o leitor deve ter lido e compreendido bem a 
solução da questão 113 página 360. Lá eu ensino a interpretar o lançamento 
obliquo como uma superposição de um MRU com uma queda livre a partir do 
repouso. Se necessário, retorne à questão 113 antes de prosseguir. 


Da trigonometria, sabemos que (29) = = due (eq) 
g? а 


Da figura, temos: tga = 2 (ед2) e о2а)- 2 zt +) (eq3) 


Substituindo eq2 e eq3 em ед1, vem: 


29.42 2,4 2 
9 (2,42 2x ' _faytu . t 
E R 
2) x 
B-t - (8) & e uti 
(9+6) 2) х? E К (6-8) 
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Questão 136 - Solução 
Durante esse movimento, apenas a componente Vx = v permanece constante 
no tempo. А componente vertical, inicialmente, é dada рог: 

Voy = у. {да = v.tg(60º) = v.J3 


Quatro segundos depois, a componente vertical tem intensidade igual a: 


Vy = v. 10(30°) = v. 3s 


Na vertical, no trecho AC, podemos escrever: 


Vy=Voy-gt > DES = v.J3 - 10x4 


4753 =40 > 45 = 30 т 


Para determinar а distáncia Н subida verticalmente no trecho AB, aplica-se а 
equação de Torricelli: 


М = v+ 2.a.As 
0= (way - 2(10)H > 0=(30? - 20H > H=45m 


Para determinar a distáncia h descida verticalmente no trecho BC, aplica-se a 
equagáo de Torricelli: 


BY 2 
М = Мо? + 2а.45 > EJ = 0+2(10)h > E = 20.h 


> h=5m 
Portanto, a distância percorrida na vertical, pela pedra, vale: 
H+h = 45+5 = 50m 
Questão 137 - Solução 
O menor diâmetro para esse poço, para que nenhum fragmento da granada 


atinja a superfície, ocorre quando a parábola de segurança (a envoltória de 
todas as possíveis trajetórias dos fragmentos) desse lançador (localizado na 
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origem do sistema de coordenadas) passar exatamente sobre as bordas do 
poco. k E H 
Em outras palavras, o ponto de coordenadas cartesianas (x, y) = (К, Н) 
pertence à parábola de seguranga (P.S.). Assim, podemos escrever: 


2 
у = Vo — 9..2 
2.9 235 
Substituindo х= R e y=H na equação da P.S., vem: 
2 
HIR. = TR > 2№.9н = м -gR > 
2.0 2.V3 


2V, VG —2gH 
g 


Para saber mais sobre as propriedades da Parábola de Seguranga, leia o 
Tópico Especial 1 - capítulo 6. 


Assim, o diámetro D pedido vale: D=2.R => D= 


Questão 138 - Resposta: 8m : : 
Dica: use a Parábola de Segurança - leia o Tópico Especial 1 - capítulo 6. 


Questão 139 - Resposta 
Apenas os itens a e c são falsos. 


Questão 140 - Solução 

a) Enquanto o avião estiver fora da região cinza, ele se encontrará na zona de 
segurança desse lançador. A posição mais distante em que о avido já pode 
ser abatido é o ponto p mostrado na figura abaixo, de coordenadas 
(D, H). Esse ponto pertence à parábola de segurança desse lançador, assim, 
podemos escrever: 


ha LX, com Y=H e X=D 
29 2.U 


390 Fundamentos de Mecánica 


„U 
Hace sd ш Б = 5? -20H (eq1) 


arábola de 
segufarça... 


0 D X 


b) Conforme a Propriedade 9 da parábola de segurança (veja capítulo 6, 
página 246), na condição de alcance máximo, as velocidades inicial Ü e final V 
são necessariamente perpendiculares entre si. Adicionalmente, V=U+ gt. 


Todos essas relações geométricas são mostradas na figura a seguir: 


Da conservação da energia mecânica, vem: 


2 2 
шы = mgH + ша > U = 29H + V? > 
2 2 
V= J- 29Н (eq2) 
Do triângulo retângulo, usando ед2, vem: tga=— => tga = -p= 
Y | AU? - 29H 


O resultado acima pode também pode ser facilmente determinado fazendo 
uso direto da relação eq5B na página 231: 
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№2 u2 - 


U 
tga = = -————— > дуа = = 
g:Xp g- S/U? - 29H vU? - 29H. 


Note que também poderíamos ter obtido o resultado mostrado em eq1 sem 
fazer uso direto da equação da parábola de segurança, mas sim, da sua 


propriedade 9 (capítulo 6 — página 246). Veja: 
JU? + v? 


U .v?-(gt? > t= 


9 
ptos y U a ESA 
JV? +02 9 9 


Questão 141 - Resposta: 10 m/s 


Dica: use a Parábola de Segurança — leia o Tópico Especial 1 - Capítulo 6, Exemplo Resolvido 2. 
Tente também resolver seguindo a mesma estratégia usada na solução da Questão 140. 


Questão 142 - Resposta: 15m 


Dica; use a Parábola de Segurança — leia o Tópico Especial 1 - Capítulo 6, Exemplo Resolvido 1 
Tente também resolver seguindo a mesma estratégia usada na solução da Questão 140. 


Questão 143 — 1a Solução — Fazendo da Parábola de Segurança 
O ponto do solo mais distante que pode ser atingido pelo lançador é o ponto P 
emque a “parábola de segurança” toca o solo. 


À equação da parábola de segurança-padrão admite que o lançador de 
projéteis se encontre na origem do sistema de coordenadas (x = 0, y = 0). 
Como, nessa questão, o lançador se encontra na extremidade do penhasco, 
ali foi colocada a origem do sistema de coordenadas. 


* Equação da parábola de segurança de um lançador de projéteis, localizado 
na origem (x = 0, y = 0) do sistema de coordenadas: 
2 
у = Vo g x? 
2g 2М? 
Determinemos a abscissa xe do ponto P, em que a parábola toca o solo, 
fazendo y = –20 na equação da parábola de segurança: 


com Vo=14 ms 


v2 g (14) 10 
Ya - x? > 20=— - x > xr=34,1m 
9 2. N2 20 2.147 ° , 
X 
Determinando а е В nafigura: tgp=|*| = E =1,71 => В= 60° 
р E i \ 
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2a+ B=180º > а = 60° 
Da propriedade 4 da parábola de seguranga (veja о Тӧрісо Especial 1, по 
capítulo 6), o projétil deve ser disparado na bissetriz do ângulo pOA, isto é, na 
bissetriz do ângulo 2a. Assim, a direção do disparo do projétil forma um 
ângulo 90 – а = 30? com a horizontal, isto é, Ө = 30º. 


m 
Parábola de y ) ^ 
Seguranca AD 


solo 


O ângulo Ө de disparo em relação à horizontal pode ser diretamente 
determinado fazendo uso da relação eq5B na página 231. 


2 2 
(в = A _ ота У => 8-30? 
g:xp  10x(34,1) 3 | 


O angulo ângulo determinado pela relação eq5B é sempre o ângulo de 
disparo em relação à direção horizontal a fim de se obter máximo alcance (ou 
a fim de que o ponto P seja atingido com mínima velocidade de disparo). 


у(т) 
Parábola de pe аа ue 
segurança Spe 8 
P d Vo bs 
4 да N am 
Penhasco o a Ny 
e \ 
bd 
a, 
-20- ERRORES i 


Questão 143 — 2º Solução — Fazendo uso das Propriedades P5 a P9 

Na primeira resolução, fizemos uso da equação da Parábola de Segurança 
para determinar diretamente as coordenadas do ponto P onde o projétil tocará 
o solo e, partir daí, usamos trigonometria para determinar o ângulo de disparo. 
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Na segunda resolução, apresentaremos uma resolução vetorial geométrica 
sem usar diretamente a equação da Parábola de Segurança. Trabalharemos 
com as propriedades P5 a P9 (página 246) que otimizam essa trajetória 
parabólica para atingir alcance máximo. 


D 


Pw 


P 


Figura 1 P Figura 2 


A figura 1 acima mostra os dados do nosso problema. A figura 2 acima ё uma 

cópia da Figura 26 (página 246) e foi colocada ao lado para ativar a memória 

do leitor que deverá se lembrar das propriedades P5 a P9 listadas naquela 

página. 

A partir de agora, leia a resolução abaixo com um dos olhos nas Figuras 1 e 2 

acima © e o outro olho na explicação. Note que: 

* Olançador encontra-se em O e vai atingir o alvo final em P; 

* Ovetor OM é o vetor Vt e tem módulo Vet = 14-t em nosso problema; 

O triángulo AOPM é isósceles (Рб), com OP = PM 9.6/2 = 10.8/2 = 54°; 

A questão pede o ângulo a de lançamento do projétil em relação a 
horizontal. Portanto, chamamos de a o ângulo que OM forma com a 
horizontal. Lembre-se que estamos procurando o valor de a que otimiza 
essa trajetória parabólica para alcance máximo; 

* O complemento de a no triângulo retângulo AOEM será o ángulo 90?-a no 
vértice M. Como AOPM é isósceles, os ángulos OMP = МОР = 90° —a são 
congruentes, portanto ЕОР = 90° -2a е OPM-2a; 

A bissetriz PR também é mediana e altura do triângulo isósceles, portanto 
Ré ponto médio de OM e RM=(1/2)-14t = 7-1; 


Segundo o enunciado, OS - EP - 20, portanto, do triángulo AOEP, vem: 


EP 20 4 1 cos(2a) 
cos(2a) = == = — 2a)=— > |==] (еа! 
fi Op se 7 FEN t S 


* Do APRM vem: 
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sena = M "i > sena- T > Ts 25 sen?a (eq2) 
MP 5t 5t 2 49 


e igualando as relações ед1 e ед2 e lembrando da identidade 


trigonométrica cos2a = 1 — 2.sen?a, vem: 
25 2  cos2a 25 5 1 — 2sena 
— senfa === > — senfa = ————— —- 
49 4 49 4 


Desenvolvendo a expressão acima, encontramos: 


=» sena = [^ > sena 25 > la =30% 


N 
A 
o 
a 
© 

la 


E = 
198 200 4 


Ргойпһо, foi só eu 
quem achou essa 
segunda resolucáo 
muito dificil ? 


Calma, Claudete. 
Isso depende do 
gosto do leitor ! 


Na primeira vez que o leitor faz uso das propriedades P5 a P9 para otimizar a 
trajetória parabólica, é normal que sinta alguma dificuldade, quer pela 
geometria envolvida, quer pela trigonometria requerida. Porém, com a prática, 
muitos alunos acabam se acostumando e preferindo a segunda solução à 
primeira. 

Treinaremos essa resolução vetorial geométrica também nas próximas 
questões. 


Questão 144 - 1a Solução — Fazendo da Parábola de Segurança 


a) A figura mostra a torre e o ponto P visado no chão. A mínima velocidade de 
disparo Vo que já consegue atingir esse ponto é a velocidade associada à 
parábola de segurança que passa por P (seção 6.5 — capítulo 6 — página 233). 


ym 
Parábola de ^ | 


segurança” 
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A origem (0, 0) do sistema de coordenadas, como sempre, coincide com a 
posição do lançador. Como a parábola de segurança deve passar pelo 
ponto Р de coordenadas (Н, -H), vem: 


2 


V g 2 
y=2- —-x', com x-H, у= -H 

29 | 2v2 4 

2 
у 9 2 2 4 2 
H= - = -2v2 gH = - gH 
và + 2vigH - gH? = 0 
y2 . D+vb? - 4ac —2gH + {/492Н2 + 4д?н? -29H+242.9H 
о ==» ЖЩ ra 
2 2 2 


vo = JgH (V2 - 1) 


b) O ângulo de disparo Ө pode também pode ser facilmente determinado 
Fazendo uso direto da relação eq5B na página 231: 


Vê gH(42- 

go = E .9H02-0 0442 > 0=225º 
9-Xp gxH | 

Para se chegar ao valor de 0, consultamos uma calculadora científica ou uma 

tábua trigonométrica. Lembre-se que o angulo ángulo determinado pela 

relação eq5B é sempre o ângulo de disparo em relação à direção horizontal. 


Questão 144 – 2º Solução — Fazendo uso das Propriedades P5 a P9 


Na primeira resolução, fizemos uso da equação da Parábola de Segurança 
para determinar diretamente a velocidade mínima que permite atingir o 
alcance desejado. 

Na segunda resolução, apresentaremos uma resolução vetorial geométrica 
sem usar diretamente a equação da Parábola de Segurança. Trabalharemos 
com as propriedades P5 a P9 (página 246) que otimizam essa trajetória 
parabólica para atingir o alcance desejado usando mínima velocidade de 
lançamento. 

A figura 1 adiante mostra os dados do nosso problema. A figura 2 adiante é 
uma cópia da Figura 26 (página 246) e foi colocada ao lado para ativar a 
memória do leitor que deverá se lembrar das propriedades P5 a P9 listadas 
naquela página. 

À partir de agora, leia a resolução com um dos olhos nas Figuras 1 e 2 acima 
© e o outro olho na explicação. Note que: 

• Olançador encontra-se em O e vai atingir o alvo final em P; 


» Ovelor OM é o vetor V,-t e fica na mesma direção de У, ; 
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e Segundo o enunciado, na Figura 1 temos OS = SP = H, portanto OEPS é 
um quadrado cuja diagonal vale OP = HV2; 


Figura 1 Figura 2 


e А questão pede o ángulo a de lançamento do projétil em relação a 
horizontal. Portanto, chamamos de a o ângulo que OM forma com a 
horizontal. Lembre-se que estamos procurando o valor de o que otimiza 
essa trajetória parabólica para atingir o ponto P usando mínima velocidade 
de lancamento; К = 

• О triángulo AOPM é isósceles (P6) portanto OP = PM=Hy2. Além disso, 
os ángulos são РОМ = РМО = 45? +a são congruentes. 

e Do triângulo AOMP, podemos escrever: 

а +45 + a + 45º =180º > q=22,5º 
Assim, descobrimos o ángulo a de disparo desejado. 


— 42 _2Hy2 
e Pela propriedade P8, temos que MP = HV2 = sE > 20 (eql) 


e Note na Figura 1 que ME=HV2-H = H(42 -1) 
* Pelo Teorema de Pitágoras no AOME (Figura 1), temos: 
(Vot)? = H? + [H(V2-9P 


2H42 


V-t? = Н2(1 + 2-242+1), com t?= (ед1) 


v2 2842 = 2H?(2- 42) 
g 


Isolando o valor de Vo e racionalizando, encontramos: V, = V9H(2-1) 
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Questão 145 - Primeira Solução — Fazendo da Parábola de Segurança 
Conforme a propriedade 4 da parábola de segurança (veja capítulo 6, Tópico 
Especial 1), o alcance máximo ao longo de uma rampa é obtido quando a bola 
é chutada na direção da bissetriz do ângulo formado entre a rampa (direção 
OP) e a vertical que passa pela bola. 

O ângulo de disparo com a horizontal, portanto, é dado рог: 


o 
6077 + 45° = E + 45° = 60° 


^ ym 
Рагабо!а de mt ain |. 
segurança” 9 
/ г. 
РА Уеа р Я В 
4 pq LX 
de Vol” 2 
/ Sá p \ 
m ДЖО m. 
A > x(m) 
10 Хр 


О ponto P de maior alcance obtido ао longo dessa rampa ё o ponto Р de 
interseção entre a reta г (OP) e a parábola de segurança desse lançador. 


* Equação da reta г que define a direção OP da rampa : y = а.х + b, com 
coeficiente angular a = tg30º e coeficiente linear b = O 


у = ta(30%.x (eq1) 


Su E g 2 
* Equação da parábola de segurança: y = 29 9 = 2 y? х 2 
e "50 
(30? 10 2 x 
EE, TED UT X = 45 _— 2 
20 2.(з0ў = y 180 (eq2) 


Para determinar o ponto de interseção da reta г com a parábola de segurança, 
resolvemos o sistema de equações simultâneas eq1 e eq2. Substituindo Y da 
eq! па eq2, vem: 


2 

19(30°)х = 45 - rem > x + 604/3х - 45.1802 0 
Resolvendo a equacáo do 2? grau na variável x, determinamos x 23043 m, 
substituindo em eq1, determinamos y = 30 m. 
Assim, as coordenadas do ponto P de máximo alcance sobre a reta r sáo 
x= = 3043 me y = ув = 30 т. A altura máxima que a bola pode atingir, ao 
longo rampa, vale Hmax = yp = 30 т 


O ângulo € que fomece máximo alcance também pode ser facilmente 
determinado pelo uso direto da relacáo eq5B da parábola de seguranga: 


398 Fundamentos de Mecánica 


C NEN. S 
g:Xp 10-304/3 
Questão 145 — 2º Solução — Fazendo uso das Propriedades P5aP9  — 
Na primeira resolução, fizemos uso da equação da Parábola de Segurança 


para determinar analiticamente as coordenadas do ponto de cruzamento da 
parábola de segurança com a reta que representa a rampa inclinada. 


tgo = 43 > :O= 60º 


Na segunda resolução, apresentaremos uma resolução vetorial geométrica 
sem usar diretamente a equação da Parábola de Segurança. Trabalharemos 
com as propriedades P5 a P9 (página 246) que otimizam essa trajetória 
parabólica para atingir alcance máximo (e consequentemente altura máxima) 
ao longo da rampa inclinada. 


Figura 1 Figura 2 
A figura 1 acima mostra os dados do nosso problema. A figura 2 é uma cópia 
da Figura 25 (página 246) e foi colocada ao lado para ativar a memória do 
leitor que deverá se lembrar das propriedades P5 a P9 listadas naquela 
página. 
A partir de agora, leia a resolução com um dos olhos nas Figuras 1 e 2 acima 
© e o outro olho na explicação abaixo. Note que: 
e О lançador encontra-se em O e vai atingir o alvo final em P; 


• O vetor ОМ é o vetor V,.t e fica na mesma direção e sentido de V, ; 


e О triángulo AOPM é isósceles (Рб) com OP=PM= gt?/2 (P8). Portanto, 


podemos escrever a + а + 120° = 180° = а = 30° 
e O ángulo de disparo será portanto o ângulo que OM = V,:t forma com a 


horizontal (Figura 1) e vale Ө = a + 30° = 30° + 309 > 0 = 60° 
• Alei dos senos no triángulo ДОРМ permite escrever: 
Mot.  gtł?/2 
зеп120° sena 


8 Respostas e Soluções 399 


Sendo sen120º = sen60º = /3/2, sena = sen30º = 1/2 e Vo = 30 m/s, 


temos: 

Vt — 942/2 30t — 1012/2 AE 
а AE 5 a EA "E 5 
seni200 ^ sena 4312 1/2 Ja 43 


* Portanto, pela propriedade P8, o alcance máximo ao longo da rampa 
valerá: 


M "E 42 " 2 
OP = PM = 2^ EL es) 


* Finalmente, no triángulo AOPS, vemos facilmente que a altura máxima 
desejada é dada por: 
h = OP-cos80? = 60. = 
Questáo 146 - Resposta 
а)15 m 0) үа 22 > а = arctg(2) = 63,435, facilmente determinado pela 


relação eq5B da parábola de segurança. Tente resolver também fazendo 
uso das propriedades P5 a P9. 


=60m 


nia 


Questáo 147 - Primeira Solugáo — Fazendo da Parábola de Seguranca 
Seja P o ponto no solo correspondente ao alcance máximo. Esse ponto, de 
coordenadas P (d, -h) deve pertencer à parábola de seguranga associada ao 
lançador posicionado na origem do sistema de coordenadas, no alto da torre. 


y(m) 4 


Parábola 


torre 


$ 


Da equação da parábola de segurança, vem: 


M 9g „2 
Fc CAN сот х= а, y=-h 
о 
у 9a 


Y > —2wvgh=vi - gd 


d = в v2 +2gh (е1) 
9 í 
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A relação ед1 acima fornece o alcance máximo d que pode ser atingido no 
Solo. 


O ângulo de disparo Ө em relação à horizontal pode ser diretamente 
determinado fazendo uso da maravilhosa © ге!асао eq5B na página 231: 
2 2 
idu ue go EA НЕЕ 
9:xp g-e +2һ Vê + 2gh 


Assim, o ângulo Ө de disparo em relação à horizontal, para se obter máximo 
alcance no solo horizontal, é dado por: 


9=arctg Шир. ЗЕ 
vé + 29 


Questão 147 - 2º Solução — Fazendo uso das Propriedades P5 a P9 


Na primeira resolução, fizemos uso da equação da Parábola de Segurança 
para determinar analiticamente as coordenadas do ponto de cruzamento da 
parábola de segurança com a reta que representa a rampa inclinada. 
Na segunda resolução, apresentaremos uma resolução vetorial geométrica 
sem usar diretamente a equação da Parábola de Segurança. Trabalharemos 
com as propriedades P5 a P9 (página 246) que otimizam essa trajetória 
parabólica para atingir alcance máximo (e consequentemente altura máxima) 
ao longo da rampa inclinada. 
A figura 1 acima mostra os dados do nosso problema. A figura 2 é uma cópia 
da Figura 26 (página 246) e foi colocada ao lado para ativar a memória do 
leitor que deverá se lembrar das propriedades P5 a P9 listadas naquela 
página. 
A partir de agora, leia a resolução com um dos olhos nas Figuras 1 e 2 acima 
© e o outro olho na explicação abaixo. Note que: 
° O lancador encontra-se em O e vai atingir o alvo final em P; 
e O vetor OM é o vetor v,-t e fica na mesma direção e sentido de V, ; 
• О triángulo AOPM é isósceles (Рб) com OP =PM=gt?/2 (P8). 
e Segundo o enunciado, OS = H. Do triángulo AOSP, vem: 
СЕ 

cos(2a) = Оз = E 

OP  gt^/2 


Hz 8 12 cos2a (eq) 
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P 
Figura 1 P Figura 2 Vp 


* À bissetriz PR também é mediana e altura do triângulo isósceles, portanto 
R é ponto médio de OM e RM = (1/2). Vst; 
* Do APRM vem: 
- > lt= Мо 
МР  gté/2 t g: sena 
* Substituindo eq2 em eq1, vem: 


(eq2) 


`2 
H = 9.12соѕ2а > H= $e) cos2a 
2 gsena ) 


Lembrando da identidade trigonométrica cos2a = 1 – 2.sen?a, vem: 
He У2 (1 -2sen%a) _ s 1 - 2) 
2g sen?a 2g (sen?a 
í H 
2gH = | -2 = cossec?a = 29 + 2 


№2 senta % 


Lembrando da identidade trigonométrica cotg?a + 1 = cossec?a, vem: 


2gH + V2 
cotga +1 = + +2 => cotg'a = LA 
Vo 9 


V А 
tga = -= 


үч +2gH 


Questão 148 - Resposta: ц... = /gh.(1 + cossecf) 
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Questão 149 - Solução 
Ao descer o trecho AB = 2R, a continha cai sob ação exclusiva da aceleração 
da gravidade (aas = д). Assim, vem: 
2 t =- 

ASa maja = 2R-g- > tas = 2/R/g 
Ao descer a rampa AC = 2R.sena, a continha se move com aceleração 
алс = g.sena produzida pela componente do peso (P.sena) ao longo da direção 
AC. Assim, vem: 
ASac =a the > 2Rsena = g.sena. 2 he A 

E 2 TIS сепа 


tac = 24/679 74 | 


/ Y 

Ao descer a rampa CB = 2R.cosa, a continha / pd e 
se move com aceleração асв = g.cosa /| 2R: 
produzida pela componente do peso (P.cosa) | | 
ao longo da direção CB. Assim, vem: \ | VAR 

2 d \ РА 2R.cosa 
А$св = aca > 2Rcosa = д-соза.-5® N Ds 

{св = 2VR/g a B 


Assim, tas = tac = tcs. 


Questão 150 - Solução 


A rampa AB tem comprimento AB = L/cosa. O corpo abandonado em B desce 
a rampa com aceleração a = g.sena. Assim, o tempo de descida é dado por. 
t? L Р 2 4L 
AS=Vt+ra— => ——=0+gsema > t= 
2 cosa 2 2.sena.cos.g 


4L 
=, |——— 
g-senZa 
Assim, o tempo de descida será mínimo quando sen2a assumir o seu valor 
máximo: 


senZa=1 => 20=90º = а= 45° 


f 4L E 
Esse tempo mínimo valerá: tmin = 9-1 =2 9 


Questão 151 - Solução 


Para se levar uma pedra desde o solo até uma altura vertical H, partindo do 
repouso e parando ao final do movimento, como se deve proceder para fazê- 
lo em tempo mínimo ? Ora, deve-se impor à pedra a máxima aceleração 


8 Respostas e Soluções 403 


disponivel inicialmente, a fim de que sua velocidade cresça o mais rápido 
possivel e, a partir de um certo ponto da subida (ponto B), deve-se impor a 
Máxima desaceleração disponível de forma que ela atinja o repouso (no ponto 
C) no menor espaco de tempo. 

Inicialmente, a caixa subirá sob ação das forças tração TT e peso Pl e a 
máxima aceleração disponível, a ser usada no trecho inicial AB, é limitada 
Pelo máximo valor da tração T suportada pelo fio sem que ele se rompa. 


| À segunda lei de Newton, durante a subida acelerada (trecho AB), permite 
| escrever. 


\Ба=(Т-Ма) =Ma > а= UTE > 8 t (9) (eq1) 


M.g a UT - M.g 
subindo subindo 
acelerado retardado (a = 9) 
T 


No trecho BC seguinte, para se obter máxima desaceleração da caixa em sua 
subida retardada, é preciso fazer uso de uma máxima força resultante se 
opondo à velocidade VT da caixa, isto é, de uma máxima força resultante Fr} 
para baixo, о que é obtido largando-se a corda a fim de anular a tração (T=0), 
permitindo que a própria força peso JP faça o papel de força resultante Fry 
e freie a caixa com aceleração д. 

Como a inclinação do gráfico V x t está relacionada à aceleração do móvel em 
cada trecho um dos trechos AB e BC (veja gráfico acima), podemos escrever 
as seguintes relações: 


е : v3 
a=tg > a = Ye (ед2) е g=tgp > 9 =- (eq3) 

le dx TT. 
A área sob o gráfico v xt da figura anterior é numericamente igual à distância 
H percorrida pelo móvel em todo o percurso ABC de subida, o que nos permite 
escrever. a a ia 

М, 
= basexaltura m (t, +t) в H (е4) 
2 leo ARR 

Esolando tx етед2, ty em eq3 e substituindo em ед4, vem: 


área 


| [ 


е a 
(6.5) -н = Hz ЕЗ 
aq) a 9) 2 a MAS 9), 
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Portanto, o tempo total da subida será: 
еф i a 
селек е Жы a v (228) z ee 


a g ag (а+9Л ag 
(2H 2H 

t= tx + ty = 2Н (arg) = El + 2) (eq6) 
g a gl a 


Substituindo a relacáo ед1 em eq6, vem: 

Bur 2 A € QRmmnmo— —————— 
MN A EI + Mg | E zm 
Vol a) Yg T- Mg Ya (T -Mg 


Questão 152 - Solução 
Seja N: a força de contato entre os cilindros B e C, N2 a força de contato entre 
Ае Ве Мз a força de contato entre А е C. Inicialmente, investiguemos а força F 
máxima de forma que as bolas ainda permaneçam em contato entre si. Nesse 
caso, teremos N3 = O, pois o cilindro A estará prestes a rolar por cima de B. 
Assim, para o cilindro А, teremos: 


F=ma, > N,.cos60? =m-a (ед1) 


t= 


F,=ma, =  Nsen60º-mg =0 (ед2) 


Das relações ед1 e eq2, encon- / А ^N 
tramos: a= g4J3/3. Essa é a maior | 2 
aceleracáo que o conjunto pode Img і 
compartilhar de forma que todos os N77 В ХМ» 
corpos se movam juntos. 
Agora, investiguemos a força F PÁ > 
mínima de forma que as bolas ainda _Г,/ „№ Ni, | 
permaneçam em contato entre si. B С а 
Nesse caso, teremos Ni = 0, pois о : a, Ns qa 
cilindro B estará prestes a perder o Е y 
contato C. 

Assim, para o cilindro C, teremos: 

F =ma, => М№.соѕ60° =т:а (ед3) 

Assim, para o cilindro A, teremos: 

F,-ma, = М,.со560°— N,cos60? = т-а  (eq4) 


F,-ma, =>  N,sen60? + N,sen60?- mg =0  (eq5) 
Das relações eq4, eq5 e eq6, encontramos: а =д./3/9. Essa é a menor 


aceleração que o conjunto pode compartilhar de forma que todos os corpos se 
movam juntos. Combinando os resultados obtidos, vemos que a aceleração 


E R AR: 
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do sistema deve estar compreendida no intervalo: 


943/9 < a < g43/3 
Questão 153 - Solução 


À fim de determinar a aceleração com que todo o sistema se moverá, inicialmente 
tomaremos os blocos do lado esquerdo como sendo um só bloco de massa 
М + пу. Podemos usar essa tática, sempre que os blocos compartilharem da 
mesma aceleração em relação à Terra, isto é, quando eles se moverem 


Atos. Aplicando a 2? lei de Newton no referencial inercial para cada bloco da 
fgura a seguir, vem: 


Como o bloco esquerdo tem aceleração para baixo la, a força resultante 
(total) agindo nele é para baixo YFr, donde se conclui que (M+m).g > T. 


Aplicando a segunda lei de Newton ао bloco da esquerda, temos: 
Fr=massa.a > (M+m).g — T = (M*m)a (ед1) 

Aplicando a segunda no bloco da direita, tendo em vista que T > M.g, temos: 
Fr=massa.a > T -Mg = Ma (eq2) 

Somando as equações eq1 e eq2, membro a membro, vem: 

mg 
= Mam) (eq3) 
Essa é a aceleração com que todos os blocos se movem. Isolando agora 


somente o bloquinho de massa m (veja figura), vemos que sobre ele agem a 
normal ÎN e o seu peso т.д}. 


mg=(2M+ma > a 


Adicionalmente, sua aceleração (cujo valor também é dada pela relação eq3) 
aponta para baixo Ja, o que nos permite concluir que a forca resultante 
(total) Fry que age sobre o bloquinho aponta para baixo, о que garante que 
mg>N. 
Assim, aplicando a segunda lei de Newton ao bloquinho, vem: 

Fr=massa.a > (mg-N)= ma > 

'2mMg 
= - EX Su __ mg = 
N = mg-ma = m.(g-a) (9 P 2M «m 


Assim, determinamos o valor da força de contato N trocada entre o bloquinho 
е bloco maior. 
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Questão 154 - Solução 

A figura mostra as duas força T e m.g que agem no macaco que, por sua vez, 
possui aceleração a' no referencial da Terra (suposta inercial). А segunda lei 
de Newton (Fr = т.а? ) relaciona a força resultante agindo num corpo com a 
sua aceleração num referencial inercial (a Terra nesse caso). 


Sejam a', b e à as acelerações definidas conforme a seguir: 


• а' = aceleração do macaco em relação à Terra; 

e b = aceleração do macaco em relação ao trecho vertical da corda; 

* а = aceleração do trecho vertical da corda em relação à Terra; 

As equações gerais do movimento relativo permitem escrever a relação 

vetorial: à' = b+ à (ед) 

a) segundo o enunciado, nesse item, a aceleração do macaco em relação à 

corda é admitida nula (b = 0), portanto a relação eq1 permite escrever. 
a'=b+a=0+a > 8'-à (ед2) 

Da segunda lei de Newton para o macaco, temos: 

Fr = m.a' , onde а’ é a aceleração do macaco em relação à Тепа. 

Fr = m.g -T = m.a’, considerando a relação ед2, vem: mg-T = ma (eq3) 

A segunda lei de Newton para a caixa permite escrever: Fa = T = Ma (ед4), 

onde a é o módulo da aceleração da caixa em relação à Terra. 


Somando eq3 e ед4, membro a membro, determinamos a aceleração do 
macaco e da caixa no referencial inercial (Terra): 


mg=(M+m.a > a=mg/(Mem) > а'=а=тд/(М+т) 


b) Nesse item, a aceleração do macaco em relação à corda é vertical e para 


baixo. Em notação vetorial, temos: b = Jb. A relação еді permite determinar 
a aceleração а' do macaco no referencial da Terra (referencial inercial): 


a = b + а = Jb + la =(b+aN > a! = (b+a)l > a'=bta (eq5) 
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Da segunda lei de Newton para o macaco, temos: 


Fr=ma' ,ondea'éa aceleração do macaco em relação à Terra. 
Fr=mg-T = т.а’, considerando eq5, vem: mg ~ T =m.(b +a) (eq6) 
Da segunda lei de Newton para a caixa, temos: 


Fr=T=Ma (eq7) , onde a é o módulo da aceleração da caixa em relação 
а Terra. 


Somando eq6 e eq7, membro a membro, determinamos o módulo da 
aceleração da caixa (no referencial inercial): 

mg = mb+ma + Ma > a=m(g-b)/(M+m) 
А aceleração do macaco no referencial inercial (Terra) tem módulo dado pela 
relação ед5: 

ea > m.(g —b) so mg + Mb 

pope mp s М+т es de М+т 

с) Nesse item, a aceleração do macaco em relação à corda é vertical e para 
Cima. Em notação vetorial, temos: b = Tb. A relação ед1 permite determinar a 
aceleração à' do macaco no referencial da Terra (referencial inercial), 
supondo a» b : 
ā'=b+ ã=fb+ la -(a-b)L  |à'| |(а-Ь)}| > a'-a-b (ед8) 
Da segunda lei de Newton para o macaco, temos: 


Fr=ma', onde а’ é a aceleração do macaco em relação à Terra. 
Fr=mg-T = та’, da relação ед8, vem: mg-T=m(a-b) (ед9) 
Da segunda lei de Newton para a caixa, temos: Ев = Т = М.а (eq10) 


onde a é o módulo da aceleração da caixa em relação à Terra. 


Somando eq9 e eq10, membro a membro, determinamos o módulo da 
aceleração da caixa (no referencial inercial da Terra): 


mg=ma -m.b + Ma > а= т.(9+0) / (М+т) 


А aceleração do macaco, no referencial inercial (Terra), tem módulo dado pela 
relação eq8: 


b 5 B's m.g M.b 

М+т M+m 
Nessa questáo, enfatizamos bastante os aspectos relacionados á questáo do 
referencial adotado ao se fazer uso das leis de Newton. Conforme discutimos 
amplamente no capítulo 2, as leis de Newton só sáo válidas em referenciais 
inerciais. Como de costume, a Terra foi tomada como referencial inercial na 
resolução. 


408 Fundamentos de Mecânica 


Questão 155 — Solução 
a) Aplicando a 2? lei de Newton a cada caixa, vem: 


T - mgsena = ma (ед1) 
mg-sen(90º-a) – T= ma = mg-cosa -T = та. (eq2) 
Somando eq1 e eq2, membro a membro, vem: 


mg.(cosa-sena)-2.ma > а= 2 (cos а —sena) 


| 
| 


5 
а = 2052 cosa- soma > a = g cos(a + 45°) (eq3) 


NUN ҮН ЖЕ А ДИЕ А E | 


y = cosx 


60 


70 80 


у = cos(x + 45) 
1 


| ЖИ К PREIS 


-1 


É fácil ver que a função у= cos(x-* 45º), para 0? « x x 90º, assume valor máximo 
para x = 0º. Assim, para q = 0°, a aceleração dada por eq3 assume о seu 
valor máximo: 


E 2 TE 
2 2 


Bax 9-7 cos(a + 45°) = 95 cos(0º +45) =g 


b) Para а = 0° е а = 0/2, a relação ед2 fornece: 


к> —— | 
mg-cosa — Т = ma = mg-cos0º — T = m(g/2) > T=my/2 


Questáo 156 — Solugáo no Referencial Inercial (Terra) 

Antes de apresentar a resolução dessa questão, gostaria de chamar a sua 

atenção para o fato de que existem três versões dessa mesma questão: 

e Versão 1: o elevador está parando em relação à terra, sem velocidade nem 
aceleração (v = 0, a = 0). Nesse caso, o elevador é um referencial inercial. 
É o caso mais simples e aparece em todos os livros de ensino médio. 
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Versão 2: o elevador se move (fv ou dv) com aceleração Та ou Ja em 
relação à terra e a questão pede que sejam determinadas as acelerações 
dos blocos em relação ao próprio elevador. Essa versão é apresentada no 
Exemplo Resolvido 4 do capítulo 4 e também no problema proposto 291. 
Quando o leitor chegar ao capítulo 4 e aprender o princípio da equivalência, 
ele verá que essa versão 2 acaba sendo tão simples quanto a versão 1. 


• Versão 3: o elevador se move (Tv ou lv) com aceleração Ta ou la em 
relação à terra e a questão pede que sejam determinadas as acelerações 
dos blocos em relação à Terra. Essa é a versão mais complicada das três 
por ser a única na qual os blocos A e B têm acelerações de módulos 
diferentes. É exatamente essa versão que resolverei para você a partir de 
agora. 


Às caixas A e B nessa questão estão conectadas entre si por meio de um fio 
ideal inextensivel. O fato desse fio não esticar obriga que o deslocamento de 
uma caixa seja exatamente igual ao deslocamento correspondente da outra 
(embora em sentidos contrários) no referencial em que a polia se encontra 
fixa, isto é, no referencial do elevador. 

Em outras palavras, as caixas sempre sofrem deslocamentos iguais (em 
módulo), apresentam velocidades iguais e acelerações iguais (em módulo), ; 
referencial do elevador, em qualquer instante. 


Figura #5 — aceleração do 
elevador em relação à Terra 


Figura 86 — acelerações das 
caixas em relação à Terra 


Entretanto, pelo fato de que o próprio elevador já possuir velocidade e 
aceleração em relação à terra, as caixas A e B apresentam deslocamentos, 
velocidades e acelerações de módulos diferentes em relação à terra. Essa é a 
maior dificuldade da resolução dessa questão nesse referencial. 


Para esclarecer, admita que, num certo intervalo de tempo At, o elevador se 
desloque Td em relação à terra para cima, ao passo que as caixas A e B 
sofram deslocamentos respectivamente iguais a xl e xT em relação ао 
elevador, no mesmo intervalo de tempo. 
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D jvi 1 а = а а 1 
a relatividade do Galileu d) CA: + (sem À 
temos: di j* х + df = (d-x)f 
terra. 
Para a caixa B, temos: de) = (6.2) + A (oivaa) 


d = T = (d«x)f 
de) x? + d ( +х) 


Assim, vemos que, em ге!асао à Terra, as caixas sofrem deslocamentos 
distintos (d-x)f e (d+x)T, respectivamente. 

Estou supondo d > x e arbitrando um eixo para cima Ї como sendo 

o sentido algébrico positivo. Grandezas com valor algébrico 

negativo são as que apontam contra o eixo, portanto, apontam para 

baixo. Ao pensar com sinais algébricos, estamos simplesmente 

dando um tratamento escalar para as grandezas vetoriais. 


A mesma idéia pode ser estendida às velocidades e acelerações das caixas. 
Admita que o elevador move-se com aceleração Ta em relação à Terra, ao 
passo que as caixas A e B apresentam acelerações respectivamente iguais a 
ае а? (de mesma intensidade, visto que o fio não estica) em relação ao 
elevador. Assim, da relatividade de Galileu, as caixas apresentarão em 
relação à terra as seguintes acelerações: 


da -(a-a')f (eq) e ¿5 =(а + a')f (ед2), supondo a » а" 


A vantagem de se optar por um tratamento escalar (algébrico) na resolução 
desse problema, adotando-se um eixo para cima e considerando sinais 
algébricos, vem do fato de não sabermos ao certo o sentido das acelerações 
але à uma vez que a questão é toda literal. Com esse tratamento escalar, 


forças e acelerações que apontam para cima ganham sinal algébrico positivo 
durante o equacionamento; forças e acelerações que apontam para baixo 
ganham sinal algébrico negativo. 


Dessa forma, a segunda lei de Newton para cada bloco é escrita assim: 
“Forças para cima” — “forças para baixo” = massa x “aceleração para cima" 


É importante ressaltar que a segunda lei de Newton (Fr = ma), em sua 
formulação original, só relaciona as forças que agem no corpo com a 
aceleração dele num referencial inercial (referencial que não tem aceleração) 
como, por exemplo, a terra (cuja aceleração centripeta «К = 0,03 ms? é 
usualmente desprezada). Por isso, tivemos tanto trabalho para achar as 
acelerações à, € ás das caixas em relação à terra. 


A segunda lei de Newton também pode ser usada para relacionar as forças 
que agem na caixa com as acelerações das caixas em relação ao elevador 
dotado de aceleração (referencial não-inercial) mas, para isso, temos que 
usar o princípio da equivalência, adicionando gravidades e forças fictícias ao 
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sistema, Aprenderemos isso no capítulo 4, quando estudaremos a versão 2 
dessa questão. Você verá que é bem mais simples do que a presente versão 
3. No capítulo 4, portanto, aprenderemos a versão generalizada da segunda 
ki de Newton que pode ser usada tanto para qual referencial, seja ele inercial 
ou não inercial. 


Para a caixa A, estamos arbitrando: aa f, FrÎ , portanto T > Pa 
Fr=T-Pa= Ma. aa, onde ал é a aceleração da caixa A em relação à Terra. 
Usando eq1, vem: 

T-Ma.g = Ma. (a- a”) (eq3) 


Para a caixa B, estamos arbitrando: as 7, FrÎ , portanto Т > Рв 


Ёк = T - Ps = Мв. as, onde as é a aceleração da caixa B em relação à Terra. 
Usando eq2, vem: 


T- Meg = Me. (a+ a) (eq4) 


Subtraindo, membro a membro, a relação ед4 da relação eq3, vem: 


_ А » = (Ma - Ma.(a + 9) (eq5) 
Mag- Me.g = (Ma + Mp).a' – ( МА – Мв).а => a ia + Mo) р 
Após termos determinado a aceleração a’ das caixas em relação ao elevador, 
podemos determinar as acelerações das caixas A e B em relação à Terra, 
usando as relações eq1 e eq2: 


ac а-а’ са. (МА - MeY(a +9) _ 2Mga-(M, - М)9 


(Ma * Ma) Е " (Ma * Mg) i 
асаа саз (МА -Ма){а+д) . Da 2Мла + (Ma Ma)g 
(Ma * Mg) i " (Ma *Mg) | 


А determinação da tração T no fio pode ser feita somando-se, membro a 
membro, as relações eq3 e ед4: 


2T - (Ma + Мв).9 = (Ma + Мв). a — (Ma — Мв). а”. Usando ед5, vem: 


= (Ma -Мь).(а+д)  4M Mg.(a +9) 
2T = (Ma + Ma).(a + g) — (Ma — Ma). TR MO TA SN) 


т” 


Te 2M, М№ (a +9) 

E (Ma +Mp) а 

Uma resolução mais simples, objetiva e elegante para essa questão será 
dada no capítulo 4, Exemplo Resolvido 4, página 146, quando estudarmos os 
Referenciais Náo-Inerciais. 
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Questão 157 - Solução 
A bola do pêndulo descreve uma trajetória horizontal retilinea em relação à 
Terra, compartilhando da mesma aceleração horizontal —a do vagão. Sobre 
a bola agem apenas as forças T (tração) e P (peso). Quais forças devemos 
decompor ? 

Usando o par de eixos-padráo — eixo 1, coincidindo com a trajetória retilínea 
(na mesma direção da velocidade) e eixo 2, perpendicular à velocidade - 
devemos decompor as forças que não estiverem sobre o par de eixos-padrão, 
no caso, a tração T, que será substituída por suas componentes Tx e Ty. 


A eixo 2 


о diagrama de forças precisa justificar de onde vem aquela aceleração 
horizontal —a da bola, bem como justificar por que a bola não apresenta 
aceleração vertical alguma, isto é, está em equilíbrio na vertical. Ora, а 
aceleração horizontal da bola é causada pela força resultante horizontal Tx e 
se relacionam pela segunda lei de Newton: 


Na horizontal: Fax - Tx=ma = Т.ѕеп = ma (ед1) 


A ausência de aceleração vertical justifica-se pelo equilíbrio das forças 
naquela direção: 

Na vertical: Frr=Tr-P=0 > Ty=mg > T.cos0- mg (eq2) 
Curiosamente, o diagrama de forças não precisa justificar porque a bola 
apresenta aquela velocidade, naquele instante, ou porque está se movendo 
naquele sentido e, nào no sentido contrário naquela ocasião. Na verdade, о 
diagrama de forças relaciona as forças que agem no corpo com a aceleração 
com que eles estáo se movendo, naquele instante, de acordo com a segunda 
lei de Newton. 


Assim, se a força resultante agindo na bola é Tx > horizontal para a direita, 
ela proporcionará à bola uma aceleração horizontal para a direita a >. Sobre 
a velocidade da bola, isto é, para qual lado ela está indo, nada se pode 
afirmar apenas com base no diagrama de forças. A bola que apresenta 
aceleração para a direita tem duas opções para a cinemática do seu 
movimento horizontal : 
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* estarse movendo para a direita (—>V) em movimento acelerado (a >); 
* estar se movendo para a esquerda (<-V) em movimento retardado (a >). 


(1) (11) (ш) 
Para esclarecer, observe а inclinação mantida pelo pêndulo em relação ао 
vagão, nas situações mostradas em cada figura acima. Com base nas figuras, 


0 que se pode afirmar sobre o movimento do vagão ? 


a força resultante sobre a bola é nula, podendo ela estar parada 
ou em MRU; 
a força resultante sobre a bola é Tx —, a bola apresenta 
aceleração >a horizontal para a direita, mas nada podemos 
Figura Il | garantir sobre a sua velocidade. A bola pode estar se movendo 
aceleradamente para a direita (V —, a —) ou retardadamente para 
a esquerda (У +, a  ); 

a força resultante sobre a bola é Tx +, a bola apresenta 
aceleração «-a horizontal para a esquerda, mas nada podemos 
garantir sobre a sua velocidade. A bola pode estar se movendo 
aceleradamente para a esquerda (V <, a«-) ou retardadamente 
para a direita ( V 2, ac). 


Para determinar o valor da aceleração a — compartilhada pelo vagão e pela 
bola do pêndulo, no problema em questão, dividimos, membro a membro, 3 
relações eq1 e eq2: | 

Т.веп@ uL > tg0= Е = а= 9.190 (eq3) 

T.cos8 m.g g | 


Substituindo os valores numéricos, temos: 
a=g.tg0 = 10(0,6/0,8) > a-7,5 ms? 
Substituindo os valores numéricos na relação eq2, vem: 
Tcoss=mg > Т. (0,8) = 4х10 > T=50N 
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Questào 158 - Solucáo 


A condição para que os corpos A, Be C N 
se movam juntos, como se fossem um só 1 a 
bloco, é que eles compartilhem de uma в} oT "LEV 
mesma aceleração a (e velocidade) no Lid 
referencial da Terra ( referencial inercial). Pay 1 
e O corpo B se desloca em trajetória * 9 "m 
retilinea horizontal, o que implica peN T Ug T 
ausência de aceleração vertical, ou F i; v Lu ч T 
seja, equilíbrio de forças na vertical: — A 
N = Рв = пв .9 (е1) A m T y Pc 
e A tração T fornece a aceleração de B | “р, 


по referencial da Terra: 
FR2mga => Т= тв. а (eq2) 
e Ocorpo C se desloca em trajetória retilínea horizontal : 
Тү= Рс => T.cosa=mc.g (eq3) 
e A componente Tx da tração T fornece a aceleração de С no referencial da 
Terra: Ев = тс.а > Тх= Т.ѕепа = mc. a (ед4) 
e O carrinho A move-se em trajetória retilínea horizontal: 
М + T.cosa + Pa = Nº (eg5) 
e O carrinho A apresenta aceleração horizontal (а) : 
F-T-T.sena=ma a (eq6) 
Dividindo as equações eq4 e ед2 membro a membro, vem — .— ___ в 
Isena Mea > sena= 9*9 _ 96 > sena-0,6 , соѕа=08 
T mg.a 10 kg — "| 
Dividindo as equagóes eq4 e eq3 membro a membro, vem: SE 
sena. DS > a = g.tga = 10.08 > а =7,5 ms? 
T.cosa mc.g ; | d 
Somando, membro a membro, as equações eq2, eq4 e eq6, vem: 


Е = (тд + тв + тс). а (eg?) 
Е=(44+10+6).7,5 = 450М 


A relação ед7 nos diz que é possível tomar os 3 corpos juntos como se 
fossem um só corpo sob ação da força externa F, pelo fato de que eles 
compartilham da mesma aceleração resultante a. 


Questão 159 - Resposta 
F=(M+m)gtga, Dica: Leia o Exemplo Resolvido 1, página 54 
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Questão 160 – Solução 


1) Para ter uma base sólida em Mecânica, aconselho o leitor a ler a teoria do 
ivro e não, somente, ler as resoluções. Sugiro que o leitor só prossiga na 
eitura da resolução dessa questão caso já tenha lido o conteúdo teórico da 
páginas 52 а 58. Caso contrário, leia essa teoria agora e retorne em seguida. 


a = g.cotga 
«————À—— 


De acordo com o exposto na teoria, a fim de determinar quais forças 
deveremos decompor, devemos fazer uso do Par de Eixos Padrão. Nesse 
problema, a trajetória seguida pelo bloco em relação à Terra é uma reta 
horizontal, o que define o eixo padrão número 1 mostrado na figura. O eixo 
padrão 2 é sempre tomado perpendicularmente ao eixo 1. 

Quais forças deveremos decompor? Como sempre, decompomos as forças 
que não se encontram sobre esse par eixos padrão, nesse caso, a normal N 
e atração T. Esse problema pede que o bloco esteja na iminência de perder o 
contato com a rampa, assim, consideraremos N = 0. 


Na direção do eixo 1, a 2º lei de Newton permite escrever: 
Fa =m.a, > Т.соѕа = т:а (ед1) 


Como a trajetória seguida pelo corpo é retilinea (náo tem concavidade), as 
forças ao longo do eixo 2 (eixo centrípeto, radial ou normal) devem se 
equilibrar, de forma que a resultante sobre esse eixo é nula. Na direção do 
eixo 2, a 2º lei de Newton permite escrever: 


Fe = т-а. = Tsena-mg =0 (eq2) 
Das relações eq1 e eq2, encontramos: a-g.cotge (eq3) 
Assim, para que о bloco esteja na iminência de perder o contato com а 


rampa, о conjunto deverá compartilhar de uma aceleração a = g.cotga em 
relação à Terra (referencial inercial). 
Com que força externa F se deve puxar todo o conjunto de massa M+m para 
que ele se mova com essa aceleração ? A 2º lei de Newton responde: 
Fr=(M+m)a =>  F-(Mtm)g.cotga 
b) Das relações ед1 e eq3, vem: 
1:78 | m m gcosa 


(g.cotga)9 ———.— —- > T=mg-cosseca 
cosa cosa cosa sena 


рси 
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Questão 161 — Solução 

a) A figura mostra o diagrama das forças agindo no pêndulo, bem como loda 
a geometria do problema. 

De acordo com o exposto na teoria, a fim de determinar quais forças 
deveremos decompor, devemos fazer uso do Par de Eixos Padrão. Nesse 
problema, a trajetória seguida pelo pêndulo em relação à Terra é uma гез 
horizontal, o que define o eixo padrão número 1 mostrado na figura. O eixo 
padrão 2 é sempre tomado perpendicularmente ao eixo 1. 


T 1 


` a á 
[2 p? 4— Y mg 
Quais forças deveremos decompor? Como sempre, decompomos as forças 
que não se encontram sobre esse par eixos padrão, nesse caso, a tração T. 
Esse problema pede que o pêndulo esteja na iminência de perder o contato 
com o solo, assim, consideraremos N = 0. 


Na direção do eixo 1, a 2º lei de Newton permite escrever: 
Ба = т-а, =>  Tsena=m-a (eq1) 


Como a trajetória seguida pelo pêndulo é retilínea (não tem concavidade), as 
forças ao longo do eixo 2 (eixo centrípeto, radial ou normal) devem se 
equilibrar, de forma que a resultante sobre esse eixo é nula. Na direção do 
eixo 2, a 2º lei de Newton permite escrever: 

Ев; 2-m.a; >  T.cosa -mg = O (eq2) 


Das relações eq1 e eq2, encontramos: 


2-13 12 | 
T с ЖОШ мык em 


Assim, para que o pêndulo esteja na iminéncia de perder o contato com 0 
solo, o conjunto (caminhão+pêndulo) deverá se mover em relação à Terra 
(referencial inercial) com a aceleracáo dada em eq3. 

В mg mg mn 
b) Da relação ед2, vem: T = — > = 2 E T=mg- 
) ч cosa h/L | h! 
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Questão 162 - Solução 

Como os corpos movem-se juntos com a mesma aceleração resultante a, 
podemos inicialmente considerá-los como um único corpo e determinar a 
aceleração do sistema, causada pela componente P.sena: 


| N Fr = massa · а 
3 4 


| А" (ma + тв). g .sena = (ma + тв). а 
| Poosa/ sa 2 

| y Mor a а=9.ѕепа = 10. 0,6 = 6 m/s 

| 6: а = 6 m/s? 


Bloco e prisma compartilham dessa mesma асе!егасао а = 6 m/s?. Sobre o 
b'oco agem as forças М, PA e Fat, responsáveis pelas componentes ax e av 
da sua aceleração, conforme a segunda lei de Newton : 


Ғһх= т.ах > Fat=ma.(a.cosa) > Fat= 10 x (6 x0,8) > Fat=48N 
Fev = ma av => Pa – N = ma .(а.ѕепа) > 100 - N = 10x(6 x0,6) > N=64N 
N H 


Questào 163- Resposta: 480 N 
Questão 164 


Solução: Nesse problema, todas as superfícies são lisas. Escrevendo a 
segunda lei de Newton para o prisma B na direção da rampa, vem: 


Ев = Ма; > (Рв + №)-ѕепа = M-a1 > M-g-sena + Nzsena = М.а. (еч1) 


Para o bloco A, temos: Fr = m-az > PA— № = maz => m.g-N2=m.az (eq2) 


Na direção vertical, o bloco A desce acompanhando a componente vertical do 
movimento do prisma B (vínculo geométrico), o que nos permite escrever. 

а= аү > a=asena (eq3) 
Dividindo eq1 por sena e somando membro a membro com eq2, 
considerando eq3, vem: 
Е (М + т). g ѕепо 


(M+m)-sena = a + m-sena > a 


sena (М + т: ѕеп2о) 
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Р (м+т)-д-зеп?а' 


а, =a, sena => а: "m "TEE 
b Wedge E Л ы 4 
AN; | 
82 | А 
L 
УРА 


Questão 165 — Solução 
Seja M' a massa do prisma. Da condição de equilibrio inicial, podemos 


escrever: 
M.g = T = M'g.sen30* > M'=2M (ед1) 

Apoiando-se o bloco sobre o prisma, poderemos escrever a segunda lei de 
Newton para cada parte do sistema: 

(M + M').g.sen30?- T = (М+М”).а (ед2) 

T-Mg=Ma (eq3) 
Somando (eq2) e (eq3) membro a membro, vem: 

(М + M').g.sen30º - Mg = (2М + М).а (eq4) 
Substituindo a relação ед1 e sen30? = 1/2 na relação ед4, vem a =@ ЇВ. 
Isolando agora apenas o bloco, de forma semelhante à questão 162, percebemos 
que sobre ele agem as forças normal NT e peso PJ e Fat — responsáveis 
pelas componentes da aceleração a N do bloco ladeira abaixo : na vertical 
lav = a.sen30º e horizontal > ax = a.cos30º. 
Assim, aplicando a segunda lei de Newton ao bloquinho isolado, nas direções 
X e Y, respectivamente, vem: 


«RI 

Евх = М. ax > Fat=M. (a. cos30% => Fat= m2 УЗ > Fat = Mgy3! 
8 2 hh. 184 

I н 

Еву = M.ay > М.9 – N = M.(a.sen30º) > Mg-N=M. 91 ES N- Io Mm 
82 116.4 
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Questão 166 - Solução 


A polia ideal tem massa nula, portanto a força resultante agindo nela é 
sempre nula, independente da sua aceleração. Por esse motivo, a tração T 
em cada extremidade da corda que envolve a polia (Figura 87) deve ser tal que 


T+T=F, portanto T = F/2. A polia ideal fraciona a força F em duas partes iguais 
(F/2 cada). 


Assim, a tração T = F/2, agindo em uma dada caixa, só será capaz de 
acelerála рага cima, caso supere o seu peso (T > P). 


ajSendo F = 400N, teremos T = F/2 =200N, сот Pa = 400N e Рв = 240 N 
Assim, visto que T < Pa e T < Pa, todo o sistema permanecerá em equilíbrio, 
(Figura 87) portanto, teremos a = В = ү = 0 m/s. Adicionalmente, do 
equilibrio na Figura 87, podemos escrever: 

NA*T-PA— Na+200=400 => Na=200N 
Ne* T-Pg— № + 200 = 240 => М№ = 40 № 


- " 
@ "| (dn 
Y y A: 
: 
di E 5)" galal 
y ES Eli, 


Р] 


Fiqura 87 Fiqura 88 Figura 89 


b) Sendo F = 720 М, teremos T = F/2 = 360N, com Pa = 400N e Рв = 240 М. 
Assim, visto que T < PA e T > Ps, apenas a caixa B e a polia aceleraráo 
para cima, enquanto a caixa A permanecerá em repouso permanente no 
solo (a = 0 m/s?) Da segunda lei de Newton na Figura 88, podemos 
escrever: А e 
Feæ=me.B > Т-Рв = тв.В = 360-240 = 24p > B=5 m/s? 
NA*T = PA > Na + 360 = 400 > Na=40N, @=0 пуз? 

Conforme visto no Tópico Especial 2 (capítulo 7, página 257, caso 2) sobre 


Vinculos Geométricos, as acelerações a (caixa A), f (caixa B) e y (polia) 
estarão relacionadas entre si pela expressão: 


_ «+В 


бй 7" 
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Portanto, paraa = 0 e B = 5 m/s?, vem: 
a+p_0+5 
2 2 4 
Sendo F = 1200N, teremos T = F/2 = 600N, com Pa = 400N e Ps = 240 N. 
Assim, visto que T > Pa e T > Ps, tanto as caixas quanto a polia acelerarão 
para cima. Da segunda lei de Newton na Figura 89, podemos escrever. 
FRa=ma.a => T-PaA-maa > 600-400 =400 > a-5ms 
FRe=me.B > Т-Рв=тв.3 = 600-240 =24f > В = 15 ms? 


+ 5 + 15 
Portanto, рага a = 5, В = 15 nvs?, vem: y= eb = — —=40 ms? 


= 2,5 m/s? 


Questáo 167 - Resposta 
а) 80 №, b)a: = 15 m/s?, a2 = 2,5 m/s?, ар = (ат + аг) / 2 = 8,75 m/s? 


Questáo 168 — Solugáo 

Escrevendo a segunda lei de Newton para cada caixa e levando em conta o 
vinculo geométrico (leia o Tópico Especial 2, capitulo 7, sobre vínculos 
geométricos), temos: 


Caixa A: Fr=ma.aa => T-ma.aa (ед1) МА, a 425. T 


Caixa B: Ев=тв.ав > T=me.as (ед2) [24 T T 2] 
| 


Polia ideal (т = 0): Fr = m.a > T'-2T = 0а Pa 


> T'=2T (eq3) T 
Caixa C: FR = mc ac > Рс-Т' = mc .ас Y 
eq3 T 
> Pc-2T = mc.ac (eq4) Т 
Vínculo geométrico: ls 
8A t а Pey 


ac = 2 (eq5) 


Resolvendo o sistema de equações simul-tâneas eq1, ед2, eq4 е ед5, vem: 
aa = 4 m/s?, ав = 6 m/s? ac=5m/s? T=60N 


Questão 169 - Solução: 

Não se esforce para tentar prever inicialmente o sentido das acelerações de 
cada caixa. Arbitre para cada uma delas um sentido que facilite determinar a 
relação entre as mesmas, com base no vínculo geométrico do sistema. 
Considerando os sentidos arbitrados para a aceleração de cada bloco na 
Figura 90, temos: 


Vínculo geométrico: ag = da do (ед1) 
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Caixa A: Fr=ma.aa > T-mag=m.a => Т- 30 = 3.ад (eq2) 
Caixa С: Fr=mc.ac > T-mc.g=mc.ac => Т- 10 = 1.ас (eq3) 
| Poliaideal(m2 0): Fa- т.а > T'-2T=0a > T'=2T (eq4) 


A eq4 
Caixa В: РЕв=тв.ав => Рв-Т'=тв.ав > 20-27 -2.ae (eq5) 


O sentido das acelerações foi arbitrado de forma a facilitar o equacionamento 
do vínculo geométrico. A relação eq1 acima, por exemplo, só é válida para 
para esses sentidos arbitrados na Figura 90. Se outros sentidos forem 
arbitrados, essa equação mudará. Note que, quando a aceleração da caixa é 
arbitrada para cima, a força resultante nela deverá ser equacionada como 
sendo “as forças para cima menos as forças para baixo” como ocorreu às 
caixas A e С (Figura 90). Quando a aceleração da caixa é arbitrada para baixo, 
a força resultante deverá ser equacionada como sendo “as forcas para baixo 


menos as forças prá cima” como ocorreu no equacionamento da caixa B 
(Figura 90). 


Da relação eq1, vem: 6.as = 3.aa + 3.ac (eq6) 


Figura 90 Figura 91 Figura 92 
Substituindo ед2, eq3, eq4 em eq6, vem: 
3(20-2T) = (T - 30) + 3.( T - 10) = T=12N 
Substituindo o valor obtido para T em eq2, eq3, eq5, vem: 


T-30=3.aa > 12-30=3.aa > ал = – 6 m/s? 

T-10=1.ac => 12-10=1.ac > ас = 2 m/s? 

20-2Т =2.ав => 20-2.(12)=2.a8 > ав = – 2 m/s? Й 

As acelerações cujos sinais algébricos resultaram negativos serão computadas 


em módulo e seus sentidos serão invertidos para efetuar a correção de sinal. 
Assim, o resultado final correto é mostrado na Figura 92. 


Questão 170 ал = 30/5 Î, ав = ac = 9/5 & (veja questão 169) 

Questão 171 aa = 2 m/s?, ав = 1 m/s?, Т = 36 N (veja questão 168) 
Questão 172 aa = 12 m/s? ав = 6 m/s?, Т = 24 № (veja questão 168) 
Questão 173 aa = 8 m/s?, ав = 2 m/s?, T = 6 № (veja figura 8 página 261) 
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Questão 174 - Solução 

Em nossa resolução, estamos adotando o referencial inercial da Terra, 
portanto, todas as acelerações são tomadas em relação à Terra. Escrevendo 
a segunda lei de Newton para cada caixa e levando em conta o vínculo 
geométrico (leia o Tópico Especial 2, capitulo 7, sobre vínculos geométricos), 
temos: 


Caixa 2: Fr=m2.a2, comm2=2m 


2m.g-T=2m.az (ед1) 
Caixa 3: Ён = тз .аз, сот тз = m 
m.g-T = m.as (ед2) 
Polia ideal (т = 0): Fa- m.a 
T-2T=0a > Т = 2Т (е3) 
Caixa 1: Fr = mi.ai, сот т: = m 
eq3 
T=m.a > 2T=m.a (eq4) 
85 + a; 
2 


Vinculo geométrico: a: = 
2а = аг + аз (ед5) 


О sentido das aceleracóes foi arbitrado de forma a facilitar о equacipnamento 
do vínculo geométrico. A relação eq5 acima, por exemplo, só é válida para 
para esses sentidos arbitrados. Se outros sentidos forem arbitrados, essa 
equação mudará. Note também que, como as acelerações das caixas 2 e 3 
foram arbitradas para baixo, a força resultante em cada uma dessas caixas foi 


equacionada como sendo "as forças para baixo menos as forças para сіта". 


Isolando ат, az e аз de eq, eq2 e ед4 e substituindo em ед5, vem: 


= 


Fá 
2 (37) = (s - э) + (s = т) > 29 = ит > 7-2 (eq6) 
m 11j 


m 2m 2m k mA 
ais т 89 
Substituindo ед6 em ед4, vem: а, = FT 
PE 4.99 
Substituindo eq6 em eq1, vem: а, = — 


11; 


Substituindo eq6 em eq2, vem: ¡az = 3 
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Questão 175 - Solução 


Em nossa resolução, estamos adotando o referencial inercial da Terra, 
portanto, todas as acelerações são tomadas em relação à Terra. Escrevendo 
a segunda lei de Newton para cada caixa e levando em conta o vínculo 
geométrico (leia o Tópico Especial 2, capítulo 7, sobre vínculos geométricos), 
temos: 
Caixa 2: Fr=m2.a2, com mz = 2m — 

2mg - Т = 2m.a2 (ед1) i 
Caixa 3: Fr = тз .аз, сот тз = m 


т, 
mg-T = m.as (е2) А ^ 
Polia ideal (т = 0): Fa = т.а аі оў AS 
Т'-27 = ба = Т = 27 (ед3) Ы 
Caixa 1: Fr =m .a1, сот ти = m тү YT 
T-mg = max, usando ед3, vem: Г], T 47 
аз jaz 
2T-mg = mas (eq4) | | 
Pay YP 
: 2x a, + а, 
Vínculo geométrico: а: = put ed > 2а: = a + аз (eq5) 


O sentido das aceleracoes foi arbitrado de forma a facilitar o equacionamento 
da vincula geométrico. A relação eq5 acima, por exemplo, só é válida para 
para esses sentidos arbitrados. Se outros sentidos forem arbitrados, essa 
equação mudará. Note que, quando a aceleração da caixa é arbitrada para 
cima, a força resultante nela deverá ser equacionada como sendo “as forças 
para cima menos as forças para baixo” como ocorreu à caixa 1. Quando a 
aceleração da caixa é arbitrada para baixo, a força resultante deverá ser 
equacionada como sendo “as forças para baixo menos as forças para cima” 
como ocorreu no equacionamento das caixas 2 e З 


Isolando a1, az e аз de eq1, ед2 e eq4 e substituindo em eq5, vem: 


2T T T 14T 8mg 
| — — = - —|+ 2 — = — Т == 
al 3 ) (s ) (o т) Agi. э 41, (929) 


2m 
КА 58 
Substituindo eq6 ет eq4, vem: а; = 11 
7 3 
Substituindo eq6 em eq1 e eq2, vem: a) = m e 84 Er 


Questão 176 – Resposta 


194 39 . 9 E М 
а = 7 T ‚ав = 17 y, ac= 17 4 (veja a resolução da questão 175) 
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Questão 177 — Resposta 


а) ад = + ‚ав = Sy, ас = h (veja a resolução da questão 175) 
b) ha = hoa + voat + ад.2/2 = 0 + 0 + (9/7212 > ha -$ 
h =g 
7 


hc = hoc + voct + ac.t?/2 = 0 + 0 + (g/7)/2 > h -9. 


Assim, vemos que ha = hc, para qualquer instante t. 


Questão 178 — Resposta 


ад = 249 ә, ав = 259 4, ас = е, (veja a resolução da questão 174) 


29 29 

Questão 179 - Solução 

Em nossa resolução, estamos adotando o referencial inercial da Terra, 
portanto, todas as acelerações e deslocamentos são tomados em relação à 
Terra. Quando o número de polias cresce bastante, toma-se vantajoso adotar 
um eixo referencial para baixo J e dar um tratamento escalar para as 
grandezas vetoriais. Para isso, atribui-se um sinal algébrico positivo para 
aquelas que apontarem a favor do eixo J e um sinal algébrico negativo para 


aquelas que apontarem contra f o eixo. 


8T 


" у 
74 T 


a a 
A) B Р, e 


Os vínculos geométricos do sistema permitem determinar as relações entre as 
acelerações escalares de cada caixa. Note que se as caixas A e B têm 
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acelerações aal e as! (todas tomadas em relação à Terra), o ponto p da 
Corda acima (veja figura) terá necessariamente aceleração ael dada por: 
а, +а 
ар = 2 (ед1) 
Se esse ponto р tem aceleração ap! e a caixa C tem aceleração ас}, então o 
Ponto q da corda acima (veja figura) necessariamente terá aceleração aq dada 
por. 
ар tac 
a= HT (eq2) 
Se esse ponto q tem aceleração aql e a caixa D tem aceleração aol, então o 


ponto m da corda acima (veja figura) necessariamente terá aceleração a 
dada por: 


q 
2 


а, +ap 


am = (eq3) 


Entretanto, como o ponto m é fixo ao teto, temos: аһ=0 (eq4) 


Das relações ед1, ед2, eq3 е ед4, vem: a, + ag + 2ас + 4ap = 0 (ед5) 
Lembre-se que, em todas as relações encontradas até aqui, as grandezas 
vetoriais estão recebendo tratamento escalar, portanto, cada uma tem seu 
sinal algébrico de acordo com a convenção de sinais adotada J+ e -1. 
Forças que apontam para baixo também serão tomadas como positivas, 
forças que apontam para cima serão tomadas como negativas. O mesmo vale 


para as acelerações. Aplicando-se a segunda lei de Newton para cada caixa, 
vent 


-T = maa = mg -T = maa (eq6) 
Рв-Т = meas > 2mg -T = 2mas (eq7) 
Pc-2T = тсас > 3m.g -2T = 3m-ac (eq8) 
Po-4T = mp-ao > 6m.g -4T = 6m-an (eq9) 


isolando aa em eq6, as em eq7, ac em eq8, an em eq9 e substituindo todas 
em eq5, vem: 


48.m. 
2-1) «(s- + (0-2) + a - о 7-879 tem 
Substituindo eq10 em eq6, vem: a4 m 
Е +99 
Substituindo eq10 ет ед7, vem: ав “3 
+0 


Substituindo eq10 em eq8, vem: ac “aa, 
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pa 
Substituindo ед10 em eq9, vem: ap == 
Como aa resultou negativa, isso indica que, na verdade, a aceleração do 
bloco A vale aa = 159/33 para cima (no sentido contrario ao eixo). Todas as outras 
acelerações resultaram positivas, indicando que todas elas de fato apontam 


para baixo (a favor do eixo). 


Questão 180 - Solução : 
a) Seguindo um raciocínio semelhante ao demonstrado na resolução da 
questão anterior, podemos determinar a relação entre as acelerações dos 
corpos fazendo uso dos vínculos geométricos. Sendo a+ e az} as acelerações 
das massas m: e mz, a aceleração axl da corda acima é dada por: 


_ A +a (eq) —— 


а, E 
і | DN 
Sendo asl e ал} as acelerações das 


massas ms e my, a aceleração ay! da 
corda acima (veja figura) é dada por: 


аз *8, ат an 
8,-———- (ед2) Я 
n 2 "TN (QV MI 


A aceleração ami da corda acima (veja 
figura) se relaciona com ax) e ау} por: а, NS а, 


+a, а; +а, +аз +а As A АУ 
am = Y us жууш (ед3) ORORO 
Analogamente, a aceleração anl 
também será dada por: Е [| [] 
а; +а„+а,+а 
n= E 7778 (eq4) m, m; Ma M4 ms me m; Ma 
4 


A aceleração apl da corda acima (veja figura) se relaciona com amd e any 
por: 
_ A +3, 
ANDE 
Entretanto, como o ponto p é fixo ao teto, temos: ар= 0 (eq6) 
De eq3, ед4, ед5 e eq6, vem: 
а: + аг + аз +... + ав = б (eg?) 


(ед5) 


Como todas as polias e cordas são ideais, vemos que cada uma das trações 
Ta, Ta, Тз, ...., T7 e Te nos fios presos diretamente aos blocos é igual a um 
oitavo da tração na corda extremo superior, isto é, a corda que prende a polia 
maior ao teto. Dessa forma, deduzimos que: 


Ti-To-Ts-...- Ta-T (ед8) 
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Para cada um dos blocos, podemos escrever a segunda lei de Newton: 


mg-T=ma, parai=1,2,3,...,8 


Dividindo toda a equação por m,, vem: g — Тош a, (eq9) 
Escrevendo a relação eq9 para cada um dos 8 blocos e somando membro a 
membro, vem: 


g- as = а; 
m, 
g- Toe а, 
m» 
g- E = аз 
тз 
g- cg 8g 
mg 
dep bd. in "ES = а, +а, +аз +...... +as 
Um, 2 M3 Mg 


(m m m Mg 
T 8 
| g | 
T=- =8Mg, сот ат 1 A bus * A 
МЕ М т, m, m Mg 
М i | 
O termo M é a chamada massa reduzida do sistema. 
Usando eq8, vem: т, =T =T} =......= Tg = T= 8Mg 
b) As acelerações as, аг, aa ...... , ав de cada bloco podem ser determinadas 


com base na relação eq9, usando o resultado da tração T determinada no 
itema. Fazendo i - 1 em eq9, vem: 


| | m, - 8M]. 
apego La go SMa > o, = o (m) 
| Fazendo i = 2 em eq9, vem: 


‚М - m, - 8M |. 
a =g- -— = g - 5% = Е) 
2 2 


Е аѕѕіт sucessivamente, até i = 8, quando obteremos: 
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j m, -8M 
T 8-Mg Am { a | 
= — — = — —— > 0 
as g mg g Ma 8 m ) 
No caso geral, para um К genérico variando de 1 a 8, a aceleração a, é 
dada por: А г 
-8M 
T 8-Mg = e | 
a. = же — m X Айн. > ak = 
k g m, g m, m, 


Questão 181 - Resposta 

a) O sistema ficará perfeitamente balanceado, perfeitamente equilibrado e a 
aceleração de cada bloco será nula; 

b) Agora, a tração em cada um dos fios será nula (T = 0) e todos os corpos 
cairão com a aceleração da gravidade a = g. 

É admirável que a retirada de uma massa m/2" supostamente tão pequena 

(para grandes valores de n) produza uma mudança tão radical no 

comportamento do sistema, em especial, na aceleração dos seus blocos. 


Questão 182 - Solução 
Admitindo m: > mz, a segunda lei de Newton permite escrever: 


mg ~ T = т.а e T - m.g = m2.a 
Somando, membro a membro, vem: | Substituindo, vem: mug - Т = та 
mig - mg = (mi тә) „а " (m, -m;)g 
mg-Ta= шоу == 
,. (m -m;)g m, +m 
a- А 
m +m | T= 2.m,.m2.9 
| m, «m; 
4.m,m;.g 


Como as polias são ideais, a tração no fio superior vale: T’ = 2T = mum 
+2 
Entretanto, para que o bloco de massa М permaneça em repouso, devemos ter. 


T=Mg > 4т;.т,.9 = Mg 5 M 4mm (eq) 
m, * m5 m, cm; 


| 
[= 6) 
мы mi Bm 


inércias equivalentes 


Assim, quando as massas M, m: e mz satisfazem a relação еді, dizemos que 
os dois sistemas da figura tém inércias equivalentes, o que faz com que M 
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Permaneça em repouso no sistema de polias dessa questão. O significado 


fisico dessa inércia equivalente será mais bem compreendido na resolução da 
Próxima questão. 


Questão 183 – Solução: (Leia o Apéndice 10 Sobre Infinitos) 

a) Seja M a inércia equivalente do sistema com infinitos blocos e polias. Isso 
Significa que a força que um operador 1 deve fazer para sustentar o bloco M 
ет repouso é a mesma força que um operador 2 deve fazer para manter 
Suspenso о conjunto com infinitos blocos, ambos sujeitos ao mesmo campo 
gravitacional, uniforme como mostra a figura a seguir: 


na 


N — > — сой 


inércias equivalentes 


Ora, mas se M é a inércia equivalente do sistema com infinitas polias, M também 
é a inércia equivalente do sistema com “infinitas menos uma” polias. Afinal, a 
retirada de apenas uma polia e um bloco de um sistema com infinitos blocos e 
polias nào altera a inércia equivalente desse sistema. 


1 2 A A 
е а ap 
| (Т A 
mo: от 
м imB Y : M 
mi:*, E 
m 8 


inércias equivalentes 


Ora, mas se os sistemas 1 e 3 mostrados na figura têm inércias equivalentes, de 
acordo com a relação eq1 obtida na resolução da questão 182, podemos 
escrever: 


430 Fundamentos de Mecánica 

4M. f ym 
SAMM no pe qe Mad e (ей 
M+m M+m bonadi 

Esse resultado nos fornece a inércia equivalente do sistema formado po 
infinitos blocos e polias ! © 

Agora, podemos facilmente calcular a aceleração a 3 

do primeiro bloco de cima: mas 


M: (M—m)g _ (8m-m)g E 4 d g 
М+т 3m+m b 2] P. 

b) A tração no fio que prende a primeira polia ao teto 
al 


a 


é exatamente a força que o operador aplica no fio 

para suspender qualquer um dos sistemas 1, 2 ou 3 m 

mostrados anteriormente, visto que eles têm inércias 

equivalentes. Em particular, a tração que o operador ita 

aplica ao sistema 1 é dada simplesmente por: M—N 
T=Mg > T-3mg 

Essa é a tração no fio que prende a primeira polia ao teto. O mesmo 


resultado pode ser encontrado calculando-se a força que o operador aplica ao 
fio do sistema 3. Verifique esse resultado. | 

É curioso que, apesar de o sistema ser composto por infinitas blocos e polias, 
sua inércia equivalente seja finita e valha apenas 3m. 

Veja uma resolução mais elegante para esse problema no capítulo 4 sobre 
Referenciais Náo-Inerciais, página 515, questão 322, a qual nào faz uso da 
relação eq1 obtida na solução da questão 182. 


Questão 184 - Solução 

Esse sistema é composto por N polias móveis (polias cinza) que sustentam N 
caixas pretas, além de duas caixas brancas que ficam nas extremidades. Na 
figura, foi desenhado o caso N = 3. 


У 
о о о 
1 2 3. à 

ай aj um 
Para analisar o vinculo geométrico (leia o tópico especial 2 sobre vínculos 


geométricos, capítulo 7), admita que, um deslocamento Ту das caixas pretas 
para cima seja compensado por um deslocamento x4 das duas caixas brancas 


la. 


e MÓ———!———— 
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das extremidades para baixo, de forma que o comprimento total do fio permaneça 
Constante. 


Assim, podemos dizer que: +2x-6y=0 => +2ax-6ay=0 => ax=3.ay 
Onde axe ay são as acelerações verticais dos blocos indicadas na figura. 


Entretanto, para uma quantidade genérica N de polias móveis, os deslocamentos 
correspondentes xl. e y? se relacionam por: 


+2x-2Ny=0 => +2:ах – 2Nay = 0 > a=Na (ед1) 
Escrevendo a segunda lei de Newton para os blocos brancos, vem: 
mg - T = max > 2m.g - 2T = 2m.ax (ед2) 
Escrevendo a segunda lei de Newton para os blocos pretos, vem: 
2T- mg = may (eq3) 
“Somando eq2 e eq3, membro a membro, e considerando eq1, vem: 


2mg - mg = m-(2ax + ay) > mg = m(2Nay + ay) 
a,= 9 
2М +1 
9 М-9 
D А : a, = № = N—— а, = 
о а а TT x 7 2N+1 


Questáo 185 - Solucáo 


a) A exemplo do que já foi feito nas resoluções das questões 180 e 181, 
novamente daremos um tratamento escalar para o problema, adotando um 
eixo referencial apontando para baixo e atribuindo um sinal algébrico para 


deslocamentos e acelerações que apontem para baixo 4 e sinal negativo caso 
apontem para cima. 


Seam x, xab, Хз}, ..... ‚ XN | os deslocamentos escalares sofridos 
simultaneamente por cada um dos blocos do sistema em relação à Terra. 
Como o comprimento total do fio é constante, podemos escrever: 


X * XX t хз +...хх 70 > а + аг + аз +... ам = 0 (eq) 


A relação ед1 nos diz que algumas acelerações escalares são positivas (apontam 


para baixo), outras são negativas (apontam para cima) e a soma algébrica de 
todas elas é nula. 


Seja T a tração no fio ideal que sustenta todas as polias. A segunda lei de 
Newton para um bloco genérico do sistema permite escrever: 
2T-mg=ma,; = a -g-a  (eq2 


Escrevendo a relação eq2 para cada um dos М blocos e somando membro a 
membro, vem: 
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2T 
— -g = а 
m, 
2T 
=== = a, 
m; 
2T 
E = аз 
m3 
AEN 
My 
orl ы 14 P. +2) - Ng = а, + 85 +83 +...... +4, 
Um, m ms My, 
Usando ед1, vem: 
1; 
ar( 4) — Ng = 0, com 1 = S RAS fic n — T] 
MJ M m m m My; 
onde М é a chamada massa reduzida do sistema. | 
| : NMg 
Finalmente, a tração T no fio é dada por: Ser (eq3) 
itu | 2T_y = 2NMg_ 
Substituindo eq3 em eq2, vem: а, = ES g = m 2 g 
(NM ,) 
pom gi — -1 
i (m ! 


b) Se apenas uma das саіхаѕ tiver massa nula (тк = 0), o fio ficará frouxo 
(T=0) e todas as outras М№-1 caixas cairão com aceleração ак = +9. 
A aceleração da única caixa de massa nula pode agora ser encontrada com 


base етед1: 
0 


art а + аз t... ам = 
(N-1).(+g) + 1а = 0 
а = -(N-1).g 

с) Nesse caso, о fio ficará com tração literalmente nula T z 0, а única caixa 

de massa muito grande dominará o sistema (quase ignorando a existência 

das outras N-1 remanescentes) e cairá com aceleração a = *g. А aceleração das 

N-1 caixas remanescentes (de massa muito pequena) é novamente 
determinada com base етед1: 

а + аз + аз +... ам = 

1.(+g) + (N-1)a = 0 


а = —g/ (N-1) 


0 


00 ————— e o Pa 
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Questão 186 - Solução 


Quando o bloco de cima sofre um deslocamento xl para baixo, a primeira polia 
móvel sofre um deslocamento х/27 para cima, a segunda polia móvel sofre um 
deslocamento x/221 para cima, a terceira polia móvel sofre um deslocamento 
x/2 1 para cima, e assim por diante, até que a N-ésima polia móvel sofre um 
deslocamento x/2WT para cima, deslocamento esse que coincide com o 
deslocamento sofrido pelo bloco inferior. Assim, se o bloco de cima apresenta 
uma aceleração al para baixo, о bloco de baixo apresenta aceleração a/2NT para 
Cima. 

А segunda lei de Newton para o bloco de cima permite escrever: 

mg-T-m.a (eq1) 


А segunda lei de Newton рага o bloco de baixo permite escrever: 


NT —mg = ma-2N (ед2) 
Multiplicando ед1 por 2" e somando com eq2, membro a membro, vem: 


P 2524 3 
Dmg - mg = ma. (2^ +27) => а= {ун (ечз) 


A expressão eq3 fornece a aceleração do bloco de cima. A aceleração do bloco 
inferior é dada por: 


f oN -N N 
Вуй 1-2 N – 1 
2a xa CE аа а qal 
k ES 2042" ME 


Questáo 187 - Solugáo 


Para analisar o vínculo geométrico (leia o tópico especial 2 sobre vínculos 
geométricos, capítulo 7), admita que, um deslocamento Py do conjunto formado 
pela caixa e pela polia inferior seja compensado por um deslocamento xL da 
caixa esquerda, de forma que o comprimento total do fio permaneça constante. 


TNT 
| AUS 
m [ е ! T 
mg |зт 
may ta, 


m 


Assim, podemos escrever: 


434 Fundamentos de Mecánica 


+x-3y=0 = а„-За,= 0 >  a,-3a, (e) 


onde ax e ay são as acelerações verticais dos blocos indicadas na figura. 
A segunda lei de Newton para cada bloco permite escrever. 
mg-T-m.a, > 3mg -3T = 3m-a, (eq2) 


3T-mg = may  (eq3) 
Somando eq2 e eq3, membro a membro, e considerando eq1, vem: 
3mg -mg = m-(3a, + ај) = 2т9 = m-(3-3a, + а) 
2mg - 10.ma, > a,-95 е 8-395 
Questão 188 - Solução B 
Essa corda tem um comprimento total Lita dado рог: 
Loa = Ly + L2 + a l2 +b *l2*la3*c*l3 = +312 +2l3+a+b+c 


Para analisar o vínculo geométrico (leia o tópico especial 2 sobre vínculos 
geométricos, capítulo 7), admita que um deslocamento xy da polia 
intermediária seja compensado por um deslocamento yf da polia inferior, de 
forma que o comprimento total do fio permaneça constante. 

Assim, o trecho de comprimento L2 aumentou para 12 + х ao passo que о 
trecho de comprimento L3 diminuiu para L3 — x — y. Assim, o comprimento 
total da corda no final agora é dado por: 

паа = Ly + 3(L2+x) + 2.(L3-x-y) t a+b+c 


4 
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Entretanto, como o comprimento total do fio é constante, podemos escrever : 
La + 3l2*x) + 2(їз-х-у) +a+b+c = Li+3l2 +21з+а+Ь+с 
ix-2x-2y = 0 > х=2у > a,-2a, (eq1) 
Escrevendo a 2? lei de Newton para a polia inferior e para a polia central, vem: 
2T-mg = ma, (eq2) 
mg+T-2T=ma, > 2т9 – 27 =2ma,  (eq3) 
Somando eq2 e eq3, membro a membro, e considerando eq1, vem: 
| 2mg - mg = mía, + 2a,) > mg=m(a,+2-2a,) 
ay =9/5 e a, =29/5 
Questão 189 - Solução 


Escrevendo a segunda lei de Newton para cada caixa e levando em conta o 


winculo geométrico (leia o tópico especial 2 sobre vínculos geométricos 
Capitulo 7, caso 4), temos: 


CaixaA: Fr=ma.daa > Е-2Т=тд.аа (ед1) 
CaixaB: Ев = тв.ав > 3T=me.as (eg2) 
Vinculo geométrico (veja a relação eq38, página 262): 3.as=2.aa (eq3) 


Substituindo eq3 e eq2 em eq1, vem: 


3.a 
F-2T=mia > F- 2.7878 = ma." 


6F - 4тв.ав = 9.ma.an > 6.(14) — 4.(6).as = 9.(2).ав 


_ За 
+ 19 


Da relação ед2, temos: 3.T = тв.ав > 3T=(6).2 > T=4N 


ав= 2 п/52, aa > ал =3ms 
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Questão 190 - Solução 
Escrevendo a segunda lei de Newton para cada caixa e levando em conta O 
vínculo geométrico (leia o tópico especial 2 sobre vínculos geométricos - 
capítulo 7, caso 5), temos: 


Corpo A: Translação vertical: Ек = МА .ад => Pa-Nv = Maas 
Ma.g — N.cosa = Ma.as (ед1) 
Corpo B : Translação horizontal: Еһ = Мв.ав > Nx = Мв.ав 
N.sena = Мв .ав, com Мв =n.Ma 


N.sena = n.Ma.as (eq2) 


Vínculo geométrico (caso 5, página 263): aa = as.tga (ед3) 


Multiplicando eq1 por sena, eq2 por cosa e 
somando-as, membro a membro, vem: 


Ma.g.sena = Ma.aa sena + n.Ma.as.cosa, 
usando eq3; vem: 
g.sena = ав.{да.ѕепа + т|.ав.СО$а = mA 


9 


ав = ———————————— 
tga + n.cotga 


usando eq3, vem: 


u. Г y 
aa = ag.fga = AS до 
tga + n.cotga Р. N 


жесш АЕ 5 ы] 
1 + n.cotg?a 


aa 


Questão 191 - Solução 
A figura abaixo mostra o diagrama de forças de cada corpo. Observe os pares 
ação-reação formados pelas normais Мт e №, bem como as normais N» e №. 


Pela simetria do sistema, podemos afirmar que: №: = № = № (ед1) 
Sendo o triángulo equilátero, temos: а = 60° e В = 30° (eq2) 


O vínculo geométrico desse sistema (leia o tópico especial 2 sobre vínculos 
geométricos — capítulo 7, caso 5 ) permite relacionar as acelerações Jay e 
ax> dos blocos pela expressão: ах = ay .tgf (eq3) 


Aplicando a segunda lei de Newton ao prisma, em seu movimento vertical, 
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temos: 
Fr = may 
P2 – Ni.cosa — N2.cosa = m2.ay 
mag - 2.N.cos60º = 2a, => 20 – N = 2.ау (eq4) 


Analisando o movimento horizontal dos cubos, vemos que eles adquirem 
aceleração ax às custas da componente horizontal da normal Nz que recebem, 


sto é, às custas da componente Мәх que faz o papel de força resultante em 
| Cada cubo. 


Aplicando a segunda lei de Newton a um dos cubos, temos: 


Ев = ma > Nx = тах 
№.ѕепа = та, = N.sen60? = 3.ay.tg30º 


Уз Уз 
Neo Saya 


Substituindo ед5 em eq4, vem: 20 – 2а, = 2а, => ау= 5 m/s? 


> N=2ay (eq5) 


Questão 192 — Resposta: a) aa = 3 m/s? e aa=4m/s?, b)T-8N 


Dica: veja resolução da questão 189 


Questão 193 — Resposta: а) 5 m/s? , b)2,5 m/s? 


Dica: veja resolução da questão 190 


Questão 194 — Resposta: 5 m/s? 
Dica: veja resolução da questão 191 
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Questão 195 - Solução 
O vínculo geométrico associado ao fato de que o fio não estica permite 


concluir que: 
n q o 
Op: а UE 
X "o a 
D a INE n HE 


Figura 94- quando o bloco apresentar uma 


Figura 93- sempre que o bloco descer a 
verticalmente uma distância x i, todo o aceleração av para baixo, todo o conjunto 
conjunto (bloco+ polias + prisma) compartilhará essa mesma aceleração (em 


simultaneamente se moverá essa mesma módulo) a para a direita. 
distância x— para a direita. 


A conclusão obtida na Figura 94 acima decorre da Regra Prática de 
Derivação. (leia o Tópico Especial 2, capítulo 7, sobre vínculos geométricos). 


T (5 


figura 95 


мох i 


Assim, observando tanto as forças que agem no conjunto “prisma+polias 
quanto as forças que agem no bloco (Figura 95), com base nas acelerações 
mostradas na Figura 94, podemos escrever: 


Prisma na horizontal : Fr=M.aa => T-N=Ma (ед1) 
Bloco na horizontal: Ек = ma = N=m.a (ед2) 

Bloco navertical:Fr=ma = m.g-T=m.a (eq3) 
Somando as relações eq1, eq2 e eq3, membro a membro, vem: 


mg 


m.g = Ma + 2ma > а= ———— 
(M + 2m) 


Questão 196 – Resposta: a = m.g / (М + 2m) Dica: veja resolução da questão 195 
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Questão 197 - Solução 

AS Figuras 96 e 97 relacionam os desloca- 
mentos dos corpos А е В. Percebe-se que, 
Cuando о corpo А move-se x> para a 
<reita, o cordão inextensível folga um 
comprimento x tanto no trecho horizontal 
Aferior como no superior, de forma que a sua 
[&xtremidade conectada à caixa B, inevitável- 
menle, se deslocará 2x4 para baixo. 


Xi А 
Em síntese, sempre que o corpo А se t7 Figura 97 
ceslocar x> para a direita, o corpo B, além i 
(de transladar х» para a direita (acompa- Е 7 
| Tax 
+. 
¡A 


para baixo. Ге 


E 


[rando o corpo A), também se moverá 2x4 de 


Esse raciocínio, "aliado à regra prática de 
Cerivação (leia o Tópico Especial 2 — A 
¡Vínculos Geométricos na Mecânica — i 
capituo 7), nos permite relacionar as "X 
acelerações dos móveis entre si como 
mostra a Figura 98. 


x 
КЭ, 
A. Figura 99 mostra o diagrama de corpo livre 2a 
¡de Ae B. Da segunda lei de Newton, vem: ES к 
|CopoA: Ек = М.а ? 
T+T-N=Ma > 2T-N=Ma (ед1) 


Pra 
E 


A figura 98 
` | л] 
Corpo B - Horizontal: 
Fr=ma > N-ma (eq2) 
Corpo B - vertical: pa aT (@ 1 
Fr=m(2a) => Ps -T =m.(2a) (eq3) zm T т Td 
Multüplicando ед3 por 2 e somando, membro a . | 8 > 
membro, com ед1 e eq8; vem: NT Pa 
| 1 
| 2.Рв = 5.m.a + М.а : Сай 
—›т — 
| 2.mg = 5.m.a * M.a A dot 
- ( 2m IE Pè ÎN figura 99 
M+ 5m 


| O corpo B, na vertical, percorrerá uma distância h em MUV partindo do 
repouso: 


h.(M + 5 
Es >» пе 96. (a > tz ( ы m) 


2 M + 5m 2.m.g 
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Questão 198 - Solução a 
A Figura 100 mostra o diagrama de forças que agem no bloco (A) e no prisma 
(B). O vínculo geométrico desse sistema é o fato de que a trajetória descrila 
pelo bloco A, no referencial do prisma, coincide com a superfície inclinada do 
prisma, ou seja, é uma reta que forma um ángulo a com a horizontal. 


à 


Figura 100 Figura 101 


No diagrama vetorial da Figura 101, descrito pela legenda abaixo, tanto está 
implícito esse vínculo geométrico, quanto a relação vetorial entre as 
acelerações relativas: 


а: = aceleração do bloco em relação ao prisma 
az = aceleração do prisma em relação à Terra 
аз = aceleração do bloco em relação à Terra 
ax = componente horizontal de аз 
ay = componente vertical de as 
а а = By 

ШОС Н 4 prsmas A i m 
Conforme nossa discussáo sobre referenciais, sabemos que as forças que 
agem sobre o bloco A estão diretamente relacionadas à sua aceleração а, 
em relação à Terra (referencial inercial) pela 2º lei de Newton (Fr = ma), 
constituindo grave erro tentar relacionar tais forças à aceleração а, do bloco 
em relação ao prisma, visto que este não é um referencial inercial por estar 
acelerado em relação à Terra. 


Da Figura 101, podemos determinar as componentes de аз: 


ou à + à = à; 


ay = a1. sena (ед1) 
4 ax = a1. соѕа — az (eq2) 
Observando o diagrama de forças na Figura 100, podemos relacionar forças e 
acelerações no referencial inercial (Terra): 
Bloco na vertical: PA ~ Ny = m.ay , usando ед1, vem: 
m.g — N.cosa = m.ai.sena (eq3) 


Bloco na horizontal: Nx = т.а, = N.sena = m. (a1.cosa — az) 
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N.sena = т.аз.соѕа — m.az (ед4) 
Prisma na horizontal: Nx = М.а > М№.ѕепа = М.а2 (ед5) 
Sualando eq4 e ед5, vem: m.as.cosa — m.az = M.az 
т.а: = (M + т).аг / cosa (eq6) 
Murtiplicando eq3 por sena, ед4 por cosa e somando, membro a membro, vem: 
m.g.sena = m.a:i.sen?a + m.a:.cos?a — т.а2.соѕа 
m.g.sena = т.а. — m.a2cosa, Usando eg6, vem: 
m.g.sena = (М + m).a2 / cosa — m.azcosa 
m.g.sena.cosa = (М + m).az — m.azcos?a 
m.g.sena.cosa. = M.az + m.az — m.azcosa 
| m.g.sena.cos a 
| mgsenacosa=M.az + mazsenta => аг = T9Senacosa 
M + m.sen'a 
Usando eq6, é possível determinar a aceleração a1 do bloco no referencial do 
prisma: 
an= Mem) _ (Mem) pL ae (M *m).g.sena 
AT a | CSV, Eu UL LIU икеле 
mcosa mcosa (M + m.sen?a (M+ m.sen?a) 


Uma resolução mais simples e elegante dessa questão é dada no Exemplo 
| Resolvido 7, página 152, quando usaremos o Referencial Não-inercial. 


| Questão 199 - Resposta: a=g/5, veja a resolução da questão 198. 


Questão 200 - Solução 
A Figura 101 mostra o diagrama de forças que agem no bloco (A) e no prisma 
iB). O vinculo geométrico desse sistema é o fato de que a trajetória descrita 
peio bloco A, no referencial do prisma, coincide com a superficie inclinada do 
prisma, ou seja, é uma reta que forma um ángulo a com a horizontal. 
Mo diagrama vetorial da Figura 103, descrito pela legenda abaixo, está 
trplicito tanto esse vínculo geométrico, quanto a relação vetorial entre as 
aceleracóes relativas: 

а: = aceleração do bloco em relação ao prisma 

82 = aceleração do prisma em relação à Terra 

as = aceleração do bloco em relação à Terra 

ах = componente horizontal de аз 

ay = componente vertical de аз 


“toco А dprisma e Abloco/ ou a + а = a 
pnsma lerra serra 
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a2 ах 


Figura 102 Figura 103 a 
No bloco A, de massa m, a segunda lei de Newton (Figura 103) na direção 
horizontal permite escrever: 
Fr=max =  Nx=N.sena = т.ах (eq1) 
No prisma B, de massa M, a segunda lei de Newton (Figura 102) na direção 


horizontal permite escrever: 
Fr=M.az > Nx= N.sena = M.a2 (ед2) 


De eq1 e eq2, vem: H2 o (eq3) 
a M 


x 
Da Figura 103, vem: tgp - — , tga= , portanto: 
а, E x 
- iB- tga, ap? m mom, 190—192 
ax .(tgB — tga) = tga .az > == ie dx M \ ТЕ 


Questão 201 - Solução 
A Figura 104 mostra o diagrama das forças que agem em cada corpo do 
sistema. Basicamente, dois vínculos geométricos estão presentes: (1) a 
trajetória descrita pelo bloco A, no referencial do prisma, coincide com a 
superfície inclinada do prisma, ou seja, é uma reta que forma um ângulo a 
com a horizontal; (2) o fato de o fio que conecta os corpos В e C não esticar 
obriga que esses corpos se movam com acelerações iguais (ав = ac = az). 
No diagrama vetorial da Figura 105, descrito pela legenda abaixo, está 
implícita a relação entre as acelerações relativas : 

а: = aceleração do bloco A em relação ao prisma B; 

az = aceleração do prisma B em relação à Terra; 

as = aceleração do bloco A em relação à Terra; 

ax = componente horizontal de as; 

ay = componente vertical de as. 


Ebloco/ . Sprisma/ = аы ou а, + а, 
Zorisma cL “erra ос та | ; 


8 Respostas e Soluções 443 


Diagrama de 
acelerações 


аз ау 


az ах 


Figura 104 Figura 105 


| Conforme nossa discussáo sobre referenciais, sabemos que as forcas que 
agem sobre o bloco A estão diretamente relacionadas à sua aceleração as 


em relação à Terra (referencial inercial) através da 2º lei de Newton 
(Ев = m.a), constituindo grave erro tentar relacionar tais forças à aceleração 
&, do bloco A em relação ao prisma B, visto que este não é um referencial 


inercial por estar acelerado em relação à Terra. 
йа Figura 105, podemos determinar as componentes de аз: 


ay = аз. sena (eq1) 


ax = a1. cosa — аг (eq2) | 
Observando о diagrama de forças па Figura 104, podemos relacionar forgal 
acelerações no referencial inercial (Terra) : 


* Bloco A na vertical: PA— Ny = ma.ay, usando ед1, vem: 
mag- N.cosa = ma.a1.sena > 40-N.cosa = 4.as.sena (eq3) 
* Bloco A na horizontal: № = ma.ax => М.ѕепа = ma .(a1.cosa — az) 
N.sena = ma.a1.cosa — ma.a2 => N.sena = 4.а:.соѕа — 4.а2 (ед4) 
» Prisma B na horizontal: Nx + T = тв.аа; > N.sena + T = тв.а2 (eq5) 
a Bloco C na vertical: Pc — T = mc.az (eq6) 
Somando eq5 e eq6, membro a membro, vem: N.sena + 20 = 8.a2 (eq?) 
Somando eq3 e ед4, membro a membro (com sena = cosa), vem: 
40 = 8.a1.sena — 4.a2 (ед8) 
| Eliminando N.sena nas relações eq4 e eq7, vem: 
4.аз.соѕа = 12.a2— 20 (eq9) 
De eq8 e eq9, (com sena. = cosa) vem: az = 4 m/s? 
Substituindo o valor de аг em ед9, encontramos: ат = 742 mis? 
Da lei dos cossenos (Figura 105), vem: (аз)? = (ai)? + (az)? — 2.a1.a2.cosa 
J2 


(аз) = (7/2 )# + (4)# — 2(1N2) (4). 550 => аз = 458 mis? 
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Questão 202 - Resposta 


(mitm +m) J3, Dica: Veja o Exemplo Resolvido 1, página 54. 
m» 


Questão 203 - Solução : 
A figura mostra o diagrama de forças que agem no bloco e no prisma. 
Conforme explicado detalhadamente no Capítulo 7, Caso 6 — página 264, se o 
prisma possui a aceleração а» em relação а Terra (ref. Inercial), o bloco terá 
componentes de aceleração a-(1-cosa) na direção da rampa (ladeira 
abaixo) e а-ѕепам na direção normal à rampa, todas em relação à Terra. 


EN NAS, Та] 
as А mae Те” | 
AN <a y | 

ed 


Observando o diagrama de forças na figura, podemos relacionar forças e 
acelerações no referencial inercial (Terra): 


Bloco na direção da normal : m.g.cosa -N = т.а.ѕепа (eq1) 
Bloco na direção da tração : m.g.sena - T = m.a.(1 — cosa) (eq2) 
Cunha na direção horizontal : T — T.cosa + N.sena = М.а 
T.(1- cosa) + N.sena = М.а (е93) 
Multiplicando eq1 por sena, ед2 por (1-cosa) e somando, membro a membro 
com a relação eq3, vem: 
mg.sena = ma.sena + ma.(1-cosa)? + Ма 


mg.sena 


т.9.ѕепа = 2т.а.(1 – соѕо) +Ма => az Мт соза) 


Uma resolução mais simples e elegante para essa questão dada no Exemplo 
Resolvido 8, página 154, quando fazemos uso do referencial nào-inercial. 


Questão 204 — Versão 1 - Solugao 

Solucionaremos esse problema no referencial inercial (Terra). Para entender 
melhor essa resolução, é necessário ler previamente o Tópico Especial 2 
sobre vínculos geométricos — capítulo 7, caso 7 


445 
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:onforme explicado detalhadamente no capítulo 7, Caso 7 - página 267, se a 
unha se move com aceleração horizontal a para a direita, no 
sterencial da Terra, então o bloco terá uma componente de aceleração 
{1 + cosf$ - cosa) na direção da rampa (ladeira abaixo) e, outra 
'omponente de aceleração a-sena na direção normal à rampa, todas em 
“ação à Terra (referencial inercial). 

Рага a cunha, na direção horizontal: 


| Fa=Ma > Т + Tcosp — T-cosa + N-sena = Ma 


T(1 + cosp-cosa) + N-sena = Ма (eq1) 
Pera o bloco, na direção paralela à rampa: 
| Fa=ma = mgsena - Т = ma(1 + cosp – cosa) (eq2) 
Para o bloco, na direção normal à rampa: 

Ев=пта = mgcosa — N = ma-sena (eq3) 


isolando T em eq2, N em eq3 e substituindo em ед1, temos: 
[ mgsena - ma(1 + cos — cosa) | (1 + cosp-cosa) + ...... 
+ (mgcosa - masena)-sena = M-a 
2 

mgsena + mgsenacosp — m.g.sena.cosa – ma.(1 + cosp – соѕа) + . 
* mgsena.cosa — masena = M-a 

2 2 
mgsena.(1 + cosp) = al M + msenía + m(1 + cosp - cosa) 
Finalmente encontramos a aceleração desejada: 


mgsena (1 + cosB) 


а= 
М + msen?a + m-(1 + cosp-cosay 


Uma resolução mais simples e elegante para essa questáo será dada по 
IExemplo Resolvido 19, página 177, quando faremos uso do referencial não- 


inercial. 


446 Fundamentos de Mecánica 


Questão 204 — Versão 2 
2mgsena.cosp 
M + msen?a + m-(2cosf- cosa)? 


a = 


Questão 205 - Solução ES 
Solucionaremos O prof. Renato Brito solucionará o problema no referencial 
inercial (Terra). Para entender melhor essa resolução, é necessario ler 
previamente o Tópico Especial 2 sobre vínculos geométricos — capítulo 7, 
caso 6. 


Conforme explicado detalhadamente no capítulo 7, Caso 6 página 265, se a 
caixa possuir uma aceleração а< no referencial inercial, a esfera do pêndulo 
terá acelerações correspondentes a.cosal e a.(1-sena)N nesse referencial, 


ru 
! 0? 
A % é 
1 [JA 
} T а 
%, 
5 
LY 


m.g.cosa 
m.g.sena 


A figura acima mostra o diagrama das forças que agem em cada corpo. 
Aplicando a segunda lei de Newton a cada um deles, vem: 


Para a bloco, na horizontal: Ек= Ма = T-Tsena=Ma 
T.(1-sena)=M.a (eq1) 

Para a esfera, na direção da tração: Ев = т. a.(1-sena) 
m.g.cosa — T = m.a.(1-sena) (eq2) 

Para a esfera, na direção da componente mg.sena : Ең = т. a.cosa 
m.g.sena = m. a.cosa => а = д.да (eq3) 

Multiplicando a relação eq2 por (1-sena), somando membro a membro com a 
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Bliação ед1 e levando em conta a relação ед3, após redução dos termos 
*melhantes, obtém-se: 
m (1- sena? 

sena 


Jma resolução mais simples e elegante dessa questão é dada no Exemplo 
шы: 9, página 157, quando usaremos o referencial não-inercial. 


М = 


Questão 206 - Solução: 

Na Figura 106, vemos o fio passando através de um furo existente па bolinha, 
trocando com a mesma um par de atritos internos de escorregamento, que 
tracionarão o fio e a bolinha. Essa interação foi representada na Figura 106 
POr um par de forças tração T. Devido ao escorregamento relativo entre a 
bolinha e o fio, eles terão acelerações distintas (ат # az) no referencial da 
Terra, não havendo, entre tais acelerações, qualquer relação direta 
decorrente de vínculos geométricos. 


(E) 
NA „о 
TA ТОО | imóvel | 
pasam. | jT { 
z i i ә 
Tg i E liL a 
O | ж „ЁТ || `5 (atas) 
ШЕ n az; è | Lx 
na Mg; mg d 
ЖОККО; | u Y E E = -— 
Figura 106 Referencial inercial (Terra) Referencial da barra 
Figura 107 Figura 108 


Arbirando uma aceleração { a: para a barra e az? para a bolinha 
(Figura 107), a segunda lei de Newton permite escrever: 


Para a barra: Ев = М.а. > M.g-T=M.as (ед1) 
Para a bolinha: Ек = М.а2 > Т- т.д = т.аг (eq2) 


А cinemática do problema será equacionada no referencial da barra 
(Figura 108), no qual esta se encontra imóvel, assistindo ao movimento da 
bolinha. Nesse referencial, a bolinha parte do repouso e move-se com 
aceleração ara = a1 + az constante, percorrendo uma distância L até atingir a 
extremidade oposta da barra imóvel. Assim, a cinemática do MUV permite 
escrever : 


2 
= (а + а) > qe SL (eq3) 


L 
2 {2 


Isolando a: e az ет ед1 e ед2 e substituindo em ед3, vem: 
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(s - 5): (E -9)- 24 _‚ [= _ 2LMm 
M e (Мт); 


Questão 207 - Solução 
A bolinha está fixa à extremidade do fio. O vínculo geométrico desse 
problema está associado ao fato de que, sempre que a bolinha sobe uma 
distância xf, a barra desce uma distância correspondente 2x4, por causa da 
polia móvel. Assim, se a bolinha possui uma aceleração fa, a barra tem uma 
aceleração correspondente 12a (leia o Tópico Especial 2 — Vínculos Geométricos 
— no capítulo 7). 


A 

| . „ бата 
„2Т | || том 

^ | | te ||! 
aj è [12a (а+2а) IL 

y M.g M е 

И е | 

М9; eus 


i | | } 


Referencial inercial (Terra) Referencial da barra 
Figura 109 Figura 110 


A segunda lei de Newton, aplicada a cada corpo, na Figura 109, permile 
escrever: 

Para a barra: Ек = М.(2а) > М.а-Т=М.(2а) (ед1) 

Para a bolinha: Ев = т.а > 2T-mg-ma  (eq2) 

Somando eq1 e eq2, membro a membro, considerando que m = n.M, vem: 


2M.g -m.g = 4Ma+ ma 


- 9(2-n) a 
a= (4+ (eq3) 
A cinemática do problema será equacionada no UE cd da barra (Figura 
110), no qual esta se encontra imóvel, assistindo ao movimento da bolinha. 
Nesse referencial, a bolinha parte do repouso (Figura 110) e move-se com 
aceleração "ara = a + 2a" constante, percorrendo uma distância L até atingir a 
extremidade oposta da barra imóvel. Assim, a cinemática do MUV permite 
escrever: 


2M.g-n.Mg = 4Ma*nMa > 


- (а+2а)12 mL [2L.(4 n) 
pst Ll EE 
2 ài V3.a V3.9/2-n) 


Questão 208 - Resposta: M-3m Dica: veja resolução da questão 200 


8 Respostas e Soluções 449 


Questão 209 - Solução 

Uma vez que as caixas e a corrente estão compartilhando de uma mesma 

faceleracáo em relação à Terra, eles podem ser tratados como um único corpo 

Qa massa total Mq + М: + ma + ms = 30 kg puxados por uma força horizontal 
= 120 N. Assim, de acordo com a segunda lei de Newton, todos os corpos se 

movem com a mesma aceleração a = F / Мтотд = 120/30 = 4 m/s?. 


As ações em cada extremidade da corrente terão valores diferentes 
(Ta + Te) visto que a corrente não tem massa nula (não é ideal). A partir do 
diagrama das forças agindo em cada corpo, podemos escrever: 


Para a caixa da direita, a 2a lei de Newton na horizontal permite escrever: 
F-T&k*Mza > 120-Tox=10x4 => Тех = 80N 
Para a parte direita da corrente, na vertical, podemos escrever: 
Tw=Po=meg = 6x10=40N = Тву = 60N 
6 
A tração па extremidade superior da parte direita da corrente é dada por: 
TtT = 802.60? = To -100N 
Pars a parte direita da corrente, a 2a lei de Newton na horizontal permite 
escrever: 
Tex-Tc = тва > 80-Tc=6x4 => Тс = 56N 
Para a parte esquerda da corrente, na vertical, podemos escrever: 
Tw=Pa=mag = 4х10 = 40 М = Тау = 40N 
Рага а caixa esquerda, а 2а lei de Newton na horizontal permite escrever: 
Тх= М.а = Tax =10x4 > Tax=40N 
A tração na extremidade superior da parte esquerda da corrente é dada por: 
2 e: 

T= Ti TA. = 4024402 = Т,=40/2М 
Asindinacóes a e B são dadas por: 

= Jar _50 


=1 = 45º tgf = 4 = — =— = o 
Tx 40 > a d gp > B=53 
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Questão 210 - Resposta: a)2.T.sena,  b)T.cosa ET 


Questão 211 - Solução З 
Sejam A, B, C e D as quatro bolas de mesma massa М, conectadas entre si 
através de molas ideais (massa nula), sujeitas à ação da gravidade 9. 


Figura 111 


К, 


A tracáo no fio superior pode ser determinada tomando o sistema como sendo 
urna caixa-preta de massa total 4M (Figura 111), em equilibrio estático sob 
ação exclusiva das forças externas tração T e peso 4M.g. Da condição de 
equilibrio na Figura 111, vem: 


T=4Mg (ед1) 


Cada uma das bolas da Figura 111 está em equilibrio estático 
individualmente. Assim, analisando, isoladamente, a bola superior A (Figura 
112), vemos que sobre ela agem 4 forças T, k1.x1, k2.x2 e M.g. Como T vale 
4M.g (ед1), a resultante das outras forças k1.x1, k2.x2 e M.g também deve 
valer 4.Mg (Figura 113), para garantir equilíbrio de forças. 


Admita agora que, repentinamente, o fio superior se rompeu (Figura 114), 
anulando a tração (T = 0). Se observarmos o sistema “logo antes" e "logo 
depois” do rompimento do fio, nesse lapso, as deformações x: e x» das molas 
ainda não sofreram alteração alguma (porque não deu tempo), de forma que 
as forças k1.x1, K2.x2 ainda permanecem momentaneamente inalteradas. 


Assim, logo após o corte do fio, as forças remanescentes k1.x1, kz.xz € Mg 
agindo na bola A ainda têm resultante 4M.g 4. Assim, a segunda lei de 
Newton permite determinar a aceleração da bola A (na Figura 114) logo após o 
corte do fio: 


Fa 4M.g 
LM mo 
M 2 
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| 

ista forma, vemos que a “сһаме" é o leitor perceber que, “logo antes" e “logo 
б<” o corte do fio, apenas a tração sofre alteração (T se anula), permanecendo 
Mas as demais forças (pesos e forças elásticas) momentaneamente 
variáveis, о que permite determinar a aceleração de cada bola no instante 
юю após" o corte do fio, partindo da hipótese de que cada uma delas se 
Yoontrava em equilíbrio antes do corte. 

guindo esse mesmo raciocínio, é fácil ver que as demais bolas terão 
зе:егас̧до nula no instante “logo após” o corte do fio. A bola B, por exemplo, 
stava inicialmente em equilíbrio sob ação de 4 forças ks.x1, K3.X3, Ка.х4 e М.О, 
<a resultante vetorial era nula antes do corte do fio. Entretanto, logo após o 
эйе, nenhuma dessas forças em nada se altera, de forma que ainda 
presentam resultante vetorial nula (Fr = 0), o que garante que a aceleração 
a bola ainda é momentaneamente nula, logo após o corte do referido fio. 
) mesmo ocorrerá а cada uma das bolas B, C e D: 


| ав = ас = ар = 0 (no instante “logo após” o corte do fio) 


luestão 212 - Resposta: 
i =(m+m2)g/m, a2=0 


Questão 213 - Solução 
1) Para garantir o equilibrio horizontal temos: 
Fo = Foc + Fate 
50 = 20 + Fat 
Fat = 30 


Assim, vemos que a força de atrito estática agindo na caixa vale Fat = 30 N <. 
Sabemos que a força de atrito estática é variável (em direção, sentido e valor) 
e seu módulo pode assumir qualquer valor no intervalo O < Fat < pe.N. 

Em linhas gerais, não existe uma fórmula pronta para se calcular o valor da 
“ga de atrito estática agindo num corpo (assim como não existe uma fórmula 
pronta para se calcular a normal N, a tração Т num fio etc.). A intensidade do 
Fat estático agindo num corpo é usualmente determinada indiretamente pela 
apticação da segunda lei de Newton (Fn = m.a). 

O máximo valor que a força de atrito na fronteira de contato entre dois corpos 
pode assumir vale Fatmax = ue.N, valor esse que só é atingido quando o 
escorregamento relativo entre as superfícies é iminente. Por esse motivo, a 
reação Fat = pe.N é conhecida como a condição para iminência de 
escorregamento, sendo válida apenas nessa dcc Em qualquer outra 
$'uacào, teremos sempre Fat < ue.N. 


b)Apesar da tentação de escrever Fat = ue.N, com Fat = 30 е N = 20, note 
que essa relação Fat = ue.N só é válida na situação de iminência de 
escorregamento. O enunciado disse apenas que o corpo encontra-e em 
equilibrio estático, não mencionando nada sobre iminência de escorregar. 
Assim, nessa questão, temos duas possibilidades: 
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1) A caixa da questão ainda não atingiu a situação de iminência de 
escorregar e, portanto, temos Fat < ue.N; 

2) A caixa da questão já se encontra na situação de iminência, situação em 
que Fat = ue.N. 


Como estamos em dúvida, o máximo que podemos garantir a cerca do valor 
do Fat agindo na caixa é a união dessas duas possibilidades, isto é, 
Fat < e.N. Assim, vem: 

FatsueN > 30<нЕ20 > ре 2 1,5 
Alguns estudantes ficam desapontados com a impossibilidade de se 
determinar o valor do coeficiente de atrito estático entre a caixa e o solo. 
c) Para que a caixa permanecesse em equilíbrio estático, deveríamos ter: 


Fi = Pre + Fic + Fate 
50» = 20 + 15e + Fate 
Fat = 15 №. 


Será que a força de atrito estático entre a caixa е o solo é capaz de atingir 
esse valor Fat = 15 N ? Ora, como a їогса de atrito atingiu o valor Fat - 30N 
no item a, ela certamente é capaz de assumir qualquer valor na uniáo desses 
intervalos abaixo intervalo: 


Ox Fat «30 ou Ox Fats peN 


Sendo 15 < 30, a força de atrito consegue atingir 15 N e, portanto, valerá 
15 N nessa situação, bancando o equilíbrio estático da caixa. 


d) Para que a caixa permanecesse em equilíbrio estático, deveriamos ter: 
Fi. + Fato = Fe + Fse 
505 + Fato = 20e + 80 
Fat = 50 N. 


Será que a força de atrito estático entre a caixa e o solo é capaz de atingir 
esse valor Fat = 50 N ? Ora, como vimos no item c, a força de atrito é capaz 
de assumir qualquer valor na uniáo desses intervalos abaixo intervalo: 


Ox Fat «30 ou Os Fats pe.N 


O valor Fat = 50 nào pertence ao intervalo 0 < Fat < 30 e não podemos 
garantir que ele pertença ao intervalo 0 < Fat < e.N visto que o valor do pe 
náo é conhecido. Assim, náo temos dados suficiente para deduzir o que 
ocorrerá nessa situação. Não temos como afirmar se a caixa escorregará ou 
se permanecerá em equilíbrio estático nessa situação por desconhecermos o 
coeficiente de atrito estático ue. Isso pode ser frustrante para o leitor, mas é o 
conceitualmente correto. 


e) Para que a caixa permaneça em equilíbrio estático, deveríamos ter: 

Fio + Fato = Рә + Pe 
O maior valor de Ез para o qual podemos garantir que a caixa não escorrega 
tem a ver com o maior valor que podemos garantir para a força de atrito. Ora, 
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mo a força de atrito é capaz de assumir qualquer valor na união desses 
*wrvalos abaixo intervalo: 


| Os Fat «30 ou O< Ғаї < це.№ 


i 


maior valor que podemos garantir para ela será Fat = 30 М. Será que ela é 
їР-а2 de atingir valores maiores do que 30 N ? Ora, pode ser que sim, pode 
н que nào, mas nada podemos afirmar por desconhecermos o valor do ue. 
maior valor que podemos garantir para o Fat nesse problema, de fato, é 

at = 30 М. Assim, vem: 

Fi + Fato = Face + Fi 

502 + 305 = 20e + Fac 

F3 - 60N 

'ortanto, se a forca Fa atingir o valor 60 N, podemos garantir que a caixa 
nda permanecerá em equilibrio estático. Se Ез superar 60 N, mais uma vez, 
ada poderemos afirmar. 


luestáo 214 - Resposta ( Dica: veja resolução da questão 213) 
) Não é possível determinar o coeficiente de atrito estático. A expressác 


Fat = pe.N só é válida na situação de iminência de escorregamento. 
)4m 


2uestáo 215 - Solução 
A юга de atrito só age na fronteira entre duas superficies se houver, no 
“únimo, tendência de escorregamento relativo. Se já tiver escorregando, a força 
» айо agirá certamente. Entretanto, nesse problema, сото 
Pa. = Pa.sen30º, o sistema não tem nem sequer tendência de escorregamento. 
Assim, a força de atrito não atuará, portanto, teremos Fat = 0. 

Resposta correta: Letra E 


Questão 216 - Solução 

Durante o escorregamento da caixa, sua aceleração «a é produzida pela 
Sega de atrito cinético Fat «+ agindo sobre o bloco. Pela segunda lei de 
Reston, podemos escrever: 

Fa=ma > Fatzma > pc.N=ma > umgzma> а = џс.9 
vemos, portanto, que a aceleração retardatória da caixa só depende do 
coeficiente de atrito cinético entre a caixa e o solo ис e da gravidade 9 do 
pianeta. 


© coeficiente de atrito cinético entre а caixa e o solo uc, por sua vez, só 
depende dos materiais de que são feitos a caixa e o solo, bem como do grau 
de polimento das superficies. 

Vemos, portanto, que a aceleração com que а caixa será freada não depende 
ба sua massa nem da velocidade inicial com que ela foi lançada no solo. 
independente de ela ter sido lançada no solo com velocidade inicial Vo ou 2Vo, 
a aceleração retardatória dela será sempre a mesma: а = pc.g 


Por esse motivo, as inclinações das duas retas no gráfico V xt da figura são 
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iguais (a = B). A semelhança entre os dois triângulos retângulos nos permite 
concluir que T2 = 2.Т1. A distância percorrida pela caixa até parar, em cada 
caso, é dada pela área sob o gráfico. É fácil ver que a área do triângulo maior 


é quatro vezes maior que a área do triangulo menor. | 
Resposta: Altemativa d 


v N 


Fat 
2Vo ÓN 
¿XA Репо 
Vo 15m Р.соѕи E \г 
25 MN Y 
О aro В » t PON 
0 Т; T2 20m (LN 
Ouestào 216 Questão 217 


Questão 217 - Solução І 
А caixa desce a rampa сот aceleração constante a em MRUV a partir do 
repouso у = 0 e percorre uma distância As = 25 m em 5 segundos. Assim, da 
cinemática, vem: 


2 10% з E 
Asc vt 25 > 26 = 0 + 902 > a=2ms 


Analisando a Dinâmica do movimento, a segunda lei de Newton permite 
escrever: 

Ғ = та => mgsena -Fat=ma, com Ғаі= „№ = jLm.g.cosa 
mgsena — um.g.cosa = ma => а = g.(sena - p.cosa) 
2210(06-10,8) > u=05 


Questão 218 - Solução 
Inicialmente, trataremos da descida sem atrito. Aplicando а 2* lei de Newton 
na direção da rampa, vem: 
Fa-ma- mgsena=ma > а= g.sena 
Agora com atrito, aplicando a 2º lei de Newton na direção da rampa, vem: 
Ев = т.а” > m.g.sena — Fat = т.а’ 
m.g.sena — u.m.g.cosa = m.a' 
9.5епа – u.g.cosa = а’ 
Conforme solicitado no enunciado, temos: 
'=a/2 > a=2a = gsena= 2.(g.sena - u.g.cosa) 
sena = 2.sena — 2u.cosa 
sena = 2.u.cosa, para а = 45°, vem: р = 0,5 


8 Respostas e Soluções 455 


Questão 219 - Solução 

a) Da 2º lei de Newton, na subida, vem: 

Fr=mas = m.g.sena + Fat =m.as 
m.g.sena + um.g.cosa = m.as 
as = g.(sena + ц.соѕа) (ед1) 

Da 2º lei de Newton, na descida, vem: 


FR = т.ав >  m..sena -Fat = т.а 

m.g.sena — u.m.g.cosa = т.аа 

аа = д.(ѕепа —u.cosa) (eq2) 
De eq1 е ед2, vemos que a aceleração do bloco assume valores constantes 
аз e as durante a subida e durante a descida (visto que p, а e g são 
constantes), com as ? aa. O gráfico que melhor descreve esse comportamento 
do módulo da aceleração é mostrado na figura ІІ. 


b) Como temos as > аа, a inclinação do gráfico |V| x t deve ser maior nos 
instantes iniciais (durante a subida), tendo uma inclinação menor durante a 
descida. Simbolicamente, temos: as > аа > «> В. О gráfico |V| x t correto é 
mostrado na figura IV. Naturalmente, a velocidade final terá módulo menor do 
que a velocidade inicial visto que parte da energia mecânica será dissipada 
em calor. 


Questão 220 - Solução 

a) Considere os seguintes parâmetros: 

D = distância que o corpo percorre ao longo da rampa até parar. 
as = aceleração na subida 

ts = tempo de subida 

аз = aceleração na descida 

ts = tempo de descida 


AP at? 
Das equações do MUV, vem: D= Beta = do la (eq1) 


Da 2? lei de Newton, na subida, vem: 

Fr=mas = m.g.sena + Fat =m.as 
m.g.sena + m.g.cosa = т.аѕ 
as = g.(sena + u.cosa) (ед2) 
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Claudete, veja o apéndice sobre 

cinemática na página 529 onde 

expliquei exatamenle essa sua 
dúvida. 


Profinho..... por que foi usada 
essa relação ед1 durante а 
subida, se a velocidade inicial 
na subida nem é zero ? Num 
tá errado nào ? 


Da 2º lei de Newton, na descida, vem: 

FR = mad >  m.g.sena-Fat =т.ач 
m.g.sena — ..m.g.cosa = m.ag 
аа = g.(sena — cosa) (е93) 

De eq1, eq2 e eq3, vem: 


t= cosi (ead) е u= | 2 (ед5) 


g.(sena + џ.соѕа) Vg.(sena - p.cosa) 
De eq5 e eq6, concluímos que temos ta > ts. MM 
na. + Cosa, 
b) De ед4 е ед5, o quociente pedido vale: ч = [sena +039 
t sena - cosa, 
Questáo 221 - Solucáo = 


Considere os seguintes parâmetros: 
D = comprimento da rampa 

as = aceleração na subida 

ts = tempo de subida 

аа = aceleração na descida 

ta = tempo de descida 


o 2 
Das equações do MUV, vem: D = ash) 2 us (eq1) 


Claudete, veja o apéndice sobre 
cinemática na página 529 onde 
expliquei exatamente essa sua 
düvida. 


Profinho..... por que foi usada 
essa relação eq1 durante a 
subida, se a velocidade inicial 
na subida nem é zero ? Num 
tá errado náo ? 
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Conforme solicitado no enunciado, temos: 
t=t¿/n > tsn, >  t2=n.1? (ед2) 


De eqi e eq2, vem: a, = n? ag (eq3) 

Da 2? lei de Newton, na subida, vem: 

Fr=m.as = m.g.sena + Fat = т.а» 
m.g.sena + um.g.cosa = m.as 
g.sena + u.g.cosa = as (ед4) 

Da 2º lei de Newton, na descida, vem: 

FR = m.ad =  m.g.sena - Fat = т.аа 
m.g.sena ~ u.m.g.cosa = m.ad 
g.sena — u.g.cosa = ad (ед5) 

Substituindo eq4 e ед5 em eq3, vem: 

(g.sena + u.g.cosa) = п? (g.sena — p.g.cosa) 


2 
А n^ —1 
Reduzindo os termos semelhantes, vem: p = (ts 
П + 

Questão 222 - Solução 
a) Inicialmente calcularemos qual deveria ser o valor de Fat para que o 
sistema permanecesse em equilíbrio estático. Da condição de equilíbrio, vem: 

Pe=T=Fat = Ғаі= Рв = тв.9 = 20 МА = Fat=20N 
Concluímos que o Fat agindo na caixa vale efetivamente 20 N ? Não, esse ё o 
valor que ele deveria atingir para bancar o equilíbrio do sistema. Mas será que 
a força de atrito na fronteira entre o bloco A e a superfície horizontal consegue 
atingir esse valor ? Calculemos o maior valor que Fat é capaz de atingir: 


Fatmax= pe.N = pe.Pa = 0,5 х 80 = 40N = 0<Fat<40N 
Como 20 N pertence ao intervalo 0 < Fat < 40 N, a força de atrito certamente 
conseguirá bancar o equilíbrio estático desse sistema. 
Assim, teremos, de fato: Ps = T = Fat = 20 № 


b) Inicialmente calcularemos qual deveria ser о valor de Fat рага que o 
sistema permanecesse em equilibrio estático. Da condição de equilíbrio, vem: 
P=T=Fa => Fat=Ps=ms.g=80N = Fat=80N 
Concluímos que o Fat agindo na caixa vale efetivamente 80 N ? Não, esse é o valor 
que ele deveria atingir para bancar o equilibrio do sistema. Mas será que a força de 
atrito na fronteira entre o bloco A е a superfície horizontal consegue atingir esse 

valor ? Calculemos o maior valor que Fat é capaz de atingir: 


Fatmax = pe.N = pe.Pa = 0,8 х 20 = 16N = O<Fat<16N 


Como 80 N está fora do intervalo 0 < Fat x 16 N, a força de atrito não é capaz 


de bancar o equilibrio estático desse sistema, que finda por escorregar 
acelerado. 
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Como A escorregará, o atrito que agirá nele será cinético e valerá: 
Fat=ucN= ис.РА=0,4х20=8М = Fat=8N 


Como o fio não estica (fio ideal indeformável), A e B compartilham de ита 
mesma асе!егасао escalar a дие ё determinada pela segunda lei de Newton: 


Ева=тда > T-Fatzma > T-8=2a (е1) 
Fre=maa > Рв-Т= тва > 80-T=8a (ед2) 
Resolvendo o sistema das equações ед1 e ед2, vem: a =7,2 ms? eT=224N 


Questão 223 - Resposta a 
Para bancar o equilibrio estático, Fat precisaria atingir o valor 36N, porém, Fat 
está limitado ao intervalo O < Fat < 22,4 N, portanto o conjunto náo ficará em 
equilibrio estático, ele escorregará acelerado (todo movimento que parte do 
repouso é acelerado). 

Portanto, o Fat agindo na caixa será cinético e valerá Fat = 16 N. 
Escrevendo a segunda lei de Newton para cada bloco e resolvendo o sistema 
de duas equações, encontramos: T = 48 N, а = 2 m/s? 


Questão 224 - Solução 
A Figura 115 mostra o diagrama das forças que agem nos corpos. 
Do equilíbrio vertical, podemos escrever: 


N2=Pa => N2=40N e Ni=N2+Pa = 40+80 => N=120N 


Se a força F fosse grande demais, A 
escorregaria para trás < em relação a -— Fat a 
B (Figura 116). Para tentar impedir A в 
esse escorregamento relativo entre А е Par Ne 

B, B exerce em A um Fat para frente 
—, A devolve em B a reação Fat — 4 3 Fa a 
para trás como mostrado no diagrama Е 
de forcas. Ра. № 
A questão pergunta о maior valor de Е 
a fim de que A e B compartilhem da 
mesma aceleração aa = as = a em relação Figura 115 - Diagrama de forças 
à Terra. 

Escrevendo a segunda lei de Newton 
para cada bloco, vem: 


Fra=maa => Fat=maa (ед1) 


Fre=me.a = F-Fat-msa (eq2) 


joio fia ça Figura 116 - se F for muito grande, a 
E А7 caixa B acelerará mais da que a caixa 


Е = (ma + тв).а (ед3) A, e ultrapassará а caixa А. 


A ге!асао ед1 mostra que а aceleração que A adquire em relação à Terra é 
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toda proveniente da ação da Fat. Entretanto, como а força de atrito е 
limitada, a aceleração que a caixa A adquire também é limitada. De acordo com 
ед1, a maior aceleração а-› que a caixa A consegue acompanhar está 
diretamente relacionada com o maior valor que o Fat pode atingir. Assim, ед1 
pode ser reescrita como: 


Fátma = ma. ama (ед4) 


A força de atrito máxima na fronteira entre A e B se relaciona com a força 
normal (N2) trocada na fronteira entre A e B por: 


Fatma = pe -N2 = 0,2x40 Fatnx=8N (ед5) 
Substituindo em eq4, vem: Fatmax = ma. атах > 8 = 4. атах => Amax= 2 m/s? 


Sendo a = 2 m/s? a maior aceleração que A consegue adquirir (acompanhar) 
em relação à Terra, para que A e B compartilhem de uma mesma aceleração 
em relação à Terra, a aceleração de B não deve superar esse valor. Assim, a 
maior aceleração que A e В podem compartilhar vale a = 2 m/s2. O valor 
força F que produz essa aceleração no sistema é dado pela relação eq3: 


F = (ma + тв).а > F=(4+8)x2 =24N 


A maior forga F— que pode ser aplicada em B de forma que A e B se mov | 
juntos em relação à Terra, isto é, de forma que o atrito entre A e B ainda sejd 
estático, vale F = 24 N. 


Se uma força maior do que 24 N for aplicada, o atrito requerido na fronteira 
entre os blocos (para que não haja escorregamento relativo) será maior do 
que 8 N, o que é impossivel com base em eq5. Nesse caso, haveria 
escorregamento relativo, o atrito entre os blocos seria cinético e ocorreria 
ав > aa como mostrado na Figura 116. 


Questão 225 - Solução 


a) A Figura 117 mostra o diagrama das forças que agem nos corpos. 
Do equilíbrio vertical, podemos escrever: 


№= РА > N2-40N e М=Мә+Рв =40+80 => М№ = 120 М 


Se a força F fosse grande demais, A escorregaria — em relação a B (Figura 
118). Para tentar impedir esse escorre-gamento relativo entre A e B, B exerce 
em A um Fat para trás«-, A devolve em B a reação Fat para frente como 
mostrado no diagrama de forças. 


Inicialmente, determinaremos o maior valor de F a fim de que А e B comparti- 
lhem da mesma aceleração aa = as = a em relação à Terra. 


Escrevendo a segunda lei de Newton para cada bloco, vem: 
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Fa = тда = F-Fat= maa (ед1) 
Fre = тв.а = Fat=ms.a (е92) 
F = (тл + тв).а (ед3) 
A relação ед1 mostra que a aceleração 
que B adquire em ге!асао à Terra é toda Fal E 
proveniente da ação da Fat. Entretanto, + А — 
como a força de atrito é limitada, a 
aceleração que a caixa B adquire também 
é limitada. 
De acordo com eq2, a maior aceleração № 
a que a саіха A consegue acompanhar ! В 
está diretamente relacionada сот o —— 
maior valor que o Fat pode atingir. Assim, Par 
eg2 pode ser reescrita como: 
Fatmax = MB. атах (eq4) - ЯТ 


А força de atrito máxima na fronteira 
entre A e B se relaciona com a força 
normal (Мә) trocada na fronteira entre A e 


Figura 117 - Diagrama de forças 


B por: an sm 4t E 
Fatma = ug - № = 0,2 x 40 d в Is 8 l] 4 8! 
Fatma =8 М (ед5) Figura 118 - se F for muito grande, а саба 


A acelerará mais do que a caixa B, € 

ultrapassará a caia B. 
Substituindo em ед4, vem: Fatmax = тв. атах 

8 = 8.аты > Атәх= 1 ms 
Assim, a maior aceleração que A e B podem compartilhar, de forma que o 
atrito entre eles ainda seja estático, vale a = 1 nvs?. O valor da força F que 
produz essa aceleração no sistema é dado pela relação eq3: 
F = (m+ms)a > F=(4+8)x1=12N 

A maior força F— que pode ser aplicada em A de forma que A e B se movam 
juntos em relação à Terra, isto é, de forma que o atrito entre A e B ainda seja 
estático, vale F = 12 N. 
Entretanto, segundo o enunciado, será aplicado ao bloco A uma força 
horizontal F=144N >12N, portanto, haverá escorregamento relativo entre os 
blocos e o atrito entre eles será cinético. Os blocos não compartilharão a 
mesma aceleração em relação à Terra, pois teremos aa > as como mostrado 
na Figura 118. 
A força de atrito que efetivamente atuará na fronteira entre os blocos vale: 


Fat = ис. № =0,16x40 => Fat=64N 


Escrevendo a segunda lei de Newton para cada bloco, vem: 
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Fra=maaa > F – Fat = ma.aa > 14,4 – 6,4 = 4aa > ал = 2 m/s? 
Fre=me.as = Еа{=тваав > 6,4 =8ав > ав = 0,8 m/s? 


b) No referencial do B, o próprio bloco B está parado e o bloco A se move 
sobre B com асе!егасао relativa: 

aas = aa — ав = 2 — 0,8 = 1,2 m/s? 
Nesse referencial, A precisará percorrer, a partir do repouso, uma distância 
igual ao comprimento L do bloco B até cair de cima dele, com L = 24 m. 
Assim, vem: 


2 2 
L= 80 5 > 24-12.— > t-2s 


Questáo 226 - Resposta 
а)18 М, b)1s Dica: veja a resolução da questão 225 página 81. 


Questão 227 - Solução 
Para que haja tensão (atrito) na fronteira de separação entre A e B (veja 
figura), é necessário que B esteja acelerando em relação a A, ou 
escorregando em relação a A. Como nada disso está ocorrendo, A e B se 
comportarão como se fossem um só bloco AB de massa 2M + 4M = 6M. 


Fatec > AB F 


A | 
Nal #Р,в 


m NE a Fatgc 
M » 
(ёс) 
Nc! v Pc 


Fatc 

—> Nc 
Quando a forga F for gradativamente aumentada, em qual fronteira - BC ou 
C-cháo — o escorregamento tenderá a ocorrer primeiro ? Para responder a 


essa pergunta, precisamos analisar o sistema com paciéncia. 
Equilíbrios verticais: 


Fatc 


М№ = Рав => Ne-6.M.g 
Nc = № + Pc 
Nc = 6.М.9 + 8.M.g = 14.M.g 


Determinando os valores de Fat max: 
Fatsc max = uec. Ne = 0,3. 6.M.g = Fatec max = 1,8 .M.g 


Fat chão max = Hcchão.Nc = 0,1 . 14.М.9 => Ғаїссһ max = 1,4. Mg 


462 Fundamentos de Mecánica 


Suponhamos que B atinja a iminência de escorregar em relação a C antes de 
C atingir a iminência de escorregar em relação ao chão. Nesse caso, 


teriamos: 

No corpo АВ: Е = Fatscma = 1,8.M.g 

No corpo C, teríamos: Fatsc max = Fate => Ғаѓс = 1,8.М.9 

O resultado obtido configura um absurdo, visto que levaria а força de ало 
entre o corpo С е o cháo a atingir um valor maior do que o máximo atrito 
possível para a fronteira entre eles C e o chão, isto é: Fatc> Fal ceroma 
Dessa forma, concluímos que a iminência de escorregar ocorre, inicialmente, 
na fronteira C-chão. Nesse caso, as relações corretas são: 

No corpo С: Fat sc = Fat cchão max = 1,4.M.g 


No corpo AB: F = Ғавс > F=1,4Mg 
O maior valor possível de F para que todos permaneçam imóveis entre si e 
em ге!асао ao solo vale F = 1,4.M.g. 


Questão 228 - Solução . 
a) Supondo, inicialmente, que todos os corpos se movam juntos com uma 
mesma aceleração escalar no referencial da Terra a17 аг = аз = а (sem que m 


escorregue em relacáo a mo), temos: 


Frr=m.a > Fat=m .а (ед1) 


Fr=m2.a > T-Fat-mza (ед2) m, Em 

Еһз = тз.а > msg-T =m3.a (eg3) 

Somando as equações eq1, ед2 e ед3, vem: P, 

mag = (m + m2 + m3).a N 

ma.g = (пи + тг + тз). a га T 

30.(10) = (5 + 10 + 30). a => a = 6,66 m/s? $ 

Substituindo em eq1, vem: п T 

Fat = m.a = Fat=5x6,6666 yl Ms 
Р, 


Fat = 33,33 N 
Qual, no entanto, é o maior valor possível para a força de atrito (Fat ma) na 
superfície de contato entre os blocos m: e mz ? 

Fat тах = ре .№ = ug. Р: = 0,6х50 =30N >  Fatma=30N 
Desta forma, vemos que nossa hipótese inicial de que todos juntos sem que 


mı escorregasse em relação a mz se mostrou inviável. Isto porque, para que 
mı e то se movessem juntos (sem escorregamento relativo), seria requerido um 
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Fat = 33,33 М, mas os cálculos efetuados nos mostraram que a máxima 
intensidade possível para o Fat naquela fronteira é Fat ma = 30N. 


Do exposto, concluímos que haverá escorregamento relativo entre os corpos 
1e2e0 Fat, portanto, será cinético. Calculemos o Fatcin: 


Fatin = uc. N = 04х50 = 20N = Fat-20N 


Reescrevendo as leis de Newton para cada caixa, lembrando que, na 
verdade, a caixa infelizmente está escorregando, (a1 < a2 = аз = a ), vem: 


Fra =m.a > Fat=m.a > 20=5.a > a =4m/s? 

Ее = т.а > T-Fat=ma => T-20= 10.a (eq4) 

Евз=тз.а > mag-T = тз. аз = 300-71 = 30.a (ед5) 
Eliminando a aceleração a, nas equações eq4 e ед5, vem: 

3T-60 = 300-T => 41-360 => T=90N 


b) A caixa B exerce na caixa A uma normal N 7 de valor 50 N e um Fat> de 
valor 20 N. Assim, a força total que B exerce em A será a resultante vetorial 
dessa normal com esse Fat, dada por: 


R = Fat? +N? = V20? +50? > R=5385N 


Questão 229 - Solução 

a) Na situação em que o carro C desenvolver a máxima aceleração 
possível, o bloco A estará na iminência de escorregar em relação à superfici 
horizontal, o que nos permite escrever: 


Condição de iminência de escorregamento: Nt с 

Fat= це.№ (eq) 55. +. 25 

О equilíbrio vertical de cada corpo permite *Pc 

escrever: DUET Nz т 

N=Pc > N=mg (ед2) 1 i А з 

М№= № + Pa = mg + т.9 Ni Pa Fat 
Ni=2.mg (ед3) №, E [E 
Т=Рв > T=mg (eq4) 8 
A segunda lei de Newton para o carro С Pay 


permite escrever: 
Fa-ma > Е= та (ед5) 


O equilíbrio estático do bloco A sobre a mesa, na horizontal, permite escrever: 
T+Fat=F > mg + pe2mg=ma = a=9g(2ue*+1) (eq6) 
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b) Se os blocos A e B se movem com velocidade constante em relação à 
Terra, eles se movem em equilíbrio (Fr = 0). Nesse caso, o atrito entre o bloco 
A e a superfície horizontal será cinético, o que nos permite escrever. 


Atrito cinético: Fat = uc.N1 (eq7) 
O equilíbrio vertical de cada corpo permite escrever: 
N2=Pc > Ne-mg (eg8) 
Ni= № + Pa=mg+mg > N=2mg (ед9) 
Т=Рв > T=mg  (eq10) 
A segunda lei de Newton para o carro С permite escrever: 
Fr=ma > F=ma (eq11) 
O equilibrio cinético (Ев = 0) do bloco A sobre a mesa, na horizontal, permite 
escrever: 


T+Fat=F > mg + uc2mg = ma => а=0.(20с+1) (eq2) 


Questão 230 - Solução - - 
Na direção da normal N, o bloco se encontra em equilibrio, o que permite 


escrever: N=m.g.cosa (eq1) 

Na direção horizontal, o prisma encontra-se em equilíbrio, o que permite 
escrever: Fat=Nx (ед2) 

Da condição de iminência de escorregar (и тіп), vem: Fat = .N! (eq3) 


Do equilíbrio vertical do prisma, vem: № = Mg + Ny (ед4) 


N N 
СЯ 
o. 
adi ações 2 2 
qe SR Ка. d 
ч E Nx Sa 
< wmg Fat — VS СЯ 
Fat, iM ` d х} ? 
; Y Ny” 
fis. 


jd ME 
“Mg № М.9 М 
Jsando eq2, eq3 е eg4, vem: 

"atz Nx > p. N'=N.sena > H.(M.g + Ny) = N.sena 
t.(M.g + N.cosa ) = N.sena , usando ед1, vem: 


i. (M.g + m.g.cos?a ) = mg.sena.cosa ‚ de onde encontramos: 
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m.g.sena.cos a 


Mg + mg.cos?a ' 
Рагат= 2 кд, М = 4 kg, g= 10 m/s?, а = 45°, vem: 


= 20 . (0,5) 
ИС 40 + 2050,5) 
Questão 231 - Solução 
1º etapa - enquanto não houver escorregamento: inicialmente, o ângulo a 
vai aumentando até que seja atingida a iminência de escorregar. Nessa etapa 
inicial, enquanto a caixa não escorrega, teremos uma força de atrito estática 
cujo módulo será dado por Fat = P.sena, isto é, terá inicialmente um 
comportamento senoidal para o módulo da força de atrito, em função do 
ângulo a. Quanto maior for o ângulo a, maior será o valor do respectivo Fat. 


p=0,2 


2 etapa — caixa já escorregando: desse ponto em diante, o Fat será cinét 
eseu módulo será dado por: 

Fat = ис.М = uc .Р.соѕа 
Assim, após a caixa começar a escorregar, o valor de Fat passará a ter L 
comportamento cossenoidal em função do ângulo a. 


O gráfico da letra C registra cada um desses comportamentos da forca de 
atrito, à medida que o ángulo a vai, gradativamente, aumentado entre 0? e 90? 


Questão 232 - Solução 


Para que a caixa esteja em equilíbrio estático, devemos ter: 


F=N (ед1), Fat = mg (eq2) 
Adicionalmente, devemos lembrar que a intensidade da força de atrito é 
limitada, sendo restrita ao intervalo: 0 < Fat s ue.N (eq3) 


m.g y Fat 


Ressalto que a condigáo eq3 nào tem com ser violada. É impossivel satisfazer 
a relação ед2 sem satisfazer juntamente a relação eq3. Mesmo que a relação 
eq2 seja violada (e a caixa acabe escorregando), a relacáo eq3 ainda assim é 
satisfeita. 
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Qual a condição geral que garante o equilibrio estático da caixa, levando em 
consideração as relações еді, ед2 e ед3 ? Para encontrá-la, subsiituiremos 
as relações ед1 e eq2 em eq3: 

Fat<ueN > mg<ueF (е94) 


Acabamos de concluir que, se m.g < ue.F, então teremos Fat=mg e a caa 
permanecerá em equilíbrio estático. Caso contrário (isto é, caso m.g > pe.F), a cava 
escorregará (Fat < m.g) e o atrito será cinético (Fat = uc.N). 


a) Da condição geral determinada em ед4, vem: 

m.g < uveF > 80х10< 04хЕ > F>200N 
Assim, vemos que a solução do item a não é um único valor de força, mas 
sim, um intervalo de valores para a força F. Para qualquer força F tal que 
F > 2000 N, teremos Fat = Р = 800 N. A força mínima рага que a caixa nào 
escorregue vale 2000 N, mas, logicamente, uma força F = 2500 N também 
garante o equilíbrio estático dela. 


b) Da condição geral determinada em ед4, vem: 

m.g < ueF = 80x10< pex400 > pe 22 
Mais uma vez, vemos que a solução do item b não é um único valor de pe, 
mas. sim, um intervalo de valores para pe. Para qualquer coeficiente de atrito no 
intervalo ре > 2, teremos Fat = Р = 800 N. O coeficiente de atrito mínimo para 
que a caixa não escorregue vale pe = 2, mas, logicamente, um coeficiente 
HE = 2,5 também garante o equilíbrio estático dela. 


c) Da condição geral determinada em eq4, vem: 
mg < ueF > тх10< 014x400 = т< 16kg 


Mais uma vez, vemos que a solução do item c não é um único valor de massa 
m, mas sim, um intervalo de valores. Para qualquer caixa de massa no 
intervalo m < 16 kg, teremos Fat=P= т.д. А maior massa possivel para que 
a caixa náo escorregue vale m = 16 kg, mas, logicamente, uma massa 
m = 12 kg também permanece imóvel. 


Questáo 233 - Resposta к= 
а) а caixa escorrega para cima? 

b) Fatcinético = 12 N 4 

c)Ja-4mis?f 
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Questão 234 - Solução 


No referencial inercial da Terra, as caixas А e В compartilharão da mesma 
aceleração a—. Adicionalmente, a caixa B não deve escorregar verticalmente, 
em relação a A. 


a 


^Fat 
PC N “y а 
F М "Bj 
ч » A { : 
| Pa 
уга! Y 


A segunda lei de Newton para as caixas A e B, na horizontal, permite 
escrever: 


Fr=ma > Е- № = т.а (ед1) 

Ға = т.а = М = тв.а (eq2) 

Somando eq1 e eq2, membro a membro, vem: Е = (та + тв).а  (eq3) 
Para a caixa B não escorregar verticalmente, devemos ter: Fat = Рв (ед4) 
A força de atrito é limitada: Fat < ре.М (ед5) 

Substituindo-se ед4 e eq2 em ед5, vem: 


Fat < pN => meg < ре.тв.а = а> 9. (eq6) 
НЕ 


A relação eq6 fornece a condição que deve ser satisfeita (aceleração mínima 
do sistema) a fim de que a caixa B não escorregue em relação a caixa A, ou 
seja, a condição que deve ser satisfeita para atender a relação eq4 sem 
perder de vista a condição implacável imposta por ед5. 


Isolando “а” em eq3 e substituindo em eq6, vem: 
az-9. > Ea dd > 
HE (М+т) ug НЕ 


Arelacáo eq7 determina a força mínima requerida para satisfazer a condição 
do problema. 


a) Usando a relação eq6, vem: a > 29. = az 0 = a>40ms? 


НЕ 0,25 
b) Usando а ге!асао eq7, vem: F > (М+т)-9 F> (260 => F > 400N 
He 0,25 
c) Usando a relação eq6, vem: а> 2 > 252 ДО, > pe>0,4 


НЕ НЕ 
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Questão 235 - 1º solução - analítica : == 
a) Equilíbrio vertical: N + F.sena = Mg => N = Mg-F.sena (ед1) 


Iminéncia de escorregar : Fat = Fatma = н.М (eq2) 


Equilíbrio horizontal: F.cosa = Fat (eq3) N F sena. 
De eq1, eq2 e eq3, vem: Fat | | 

F.cosa = u.N = y. (M.g - F.sena) e m rx 
F.cosa + uF.sena = uMg IT 


Е= EM Dogs 
cosa + j.sena 
Para um pleno entendimento dessa resolução, veja o Apêndice 12 sobre 
Trigonometria no final do livro. Seja a função g(a) = 1-cosa + sena, 
denominador da relação ед4. в ет сіта е embaixo рог 


b 


м 


aos a+ sen 
ЁТ = p? | + y? А 


gla) = (1+2 -(cosp.cosa + senf.sena) 


g(a) = Y +р2. cos(a — В), onde В ё um ángulo tal que e 
E 
p 


Jug, vem: gla) = + y? 


tgp = u (veja triângulo retângulo). 
Assim, substituindo em ед4, vem: 
F = uMg _ uMg 


DOT = === , com tgf =н. 1 
cosa + ц.ѕепа yl + y? .соѕ(а – В) 


с) Аѕѕіт, а expressáo acima nos fornece о valor де F que torna iminente о 
escorregamento da caixa, em função de a. Os demais termos f, M, g, н são 
parámetros constantes. Vemos que o menor valor de F ocorrerá quando 
tivermos o maior valor para cos(a — f), valor máximo este que vale 1 para 
a = В, isto é, a = В = arctgu 


d) Sendo F = METEO. NN , fazendo cos(a — p) = 1, temos: 
41 + p2.cos(a-p) 


uL Mg 


Fmin = ————— 
umor 
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Questão 235 - 2? Solução – gráfica — geométrica 


Para que as forças M.g, Fat, N e F tenham resultante nula, tais vetores devem 
formar uma linha poligonal fechada quando dispostos em série, um após o 
outro. A figura abaixo mostra a disposição dos vetores em série. 


— 


F 


Z! 


Fat 
Sendo Fat = .N, podemos redesenhar conforme a seguir: 


Note que os vetores normal N e Fat = u.N definem um triângulo retângulo com 


um ángulo agudo В muito bem definido pela relação tgp = p. 


Veja que dados o peso Р, o coeficiente de atrito u e fixada a proporção 
tgB = р, é possível fazer a origem do vetor F correr ao longo da reta R, 
mantendo fixa a extremidade de F na origem do vetor peso P dado 


inicialmente. 


Assim, vemos graficamente que, fixados os valores de P e p, existem 
inúmeros valores de F que satisfazem a construção, à medida que a origem 


do vetor F corre ao longo da reta R (veja figura na página seguinte). 


O menor módulo do vetor F ocorrerá quando este for perpendicular à reta R, 
como mostra a figura na página seguinte. Esse raciocínio faz uso do conceito 


geométrico de distância de um ponto a uma reta. 
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Observando a figura acima, vemos 
que a condição para Fmin ocorrerá 


para: 
cateto oposto F 


hipotenusa Р 
Conforme vimos, В é um ángulo 
agudo cuja tangente vale y. Assim, 
o triángulo retângulo ao lado 
fornece todas as funções 
trigonométricas senf, cosf е tgf. 


Assim, a partir do seno de f, 
temos: 


senf = 


R 1 
За А ] 
s г ѕеп В = == E 
i 2 Fl P P m 
"esf p Ер uMg 
NES Ma = [2 > E =p 
EN I eH W+ 
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Questão 236 - Solução 
Usando o resultado da questão anterior, vem: 


- HMg , 075x20x10 , 150 
Ju? +1 3Y 4 [25 

2] * V16 
Questão 237 — Solução: 


a) Como a questão pede a força F mínima para que nào escorregue, implica 
que a caixa estará na iminência de escorregar, portanto: Fat = u.N  (eq1) 


Na vertical teremos TF.sena, PJ e Fatf e, da condição de equilibrio, 
escrevemos: Fat + F.sena=M.g (eq2) 


Na direção horizontal, temos F.cosa > e №, com N=F.cosa (ед3) 
De eq1, ед2 e eq3, encontramos: 


. A M. 
e Mg — оу seja Fin = ————9——— (еа4) 
sena + н.соз@ sena + p.cosa 


Para um a dado, essa força F dada por eq4 é o mínima para que o bloco 
não escoregue visto que foi utilizada a condição de iminência de 
escorregar dada por ед1. 


b)Para um a variável, a expressão eq4 assumirá seu valor mínimo quando 
seu denominador for máximo. 
Para um pleno entendimento dessa resolução, veja o Apêndice 12 sobre 
Trigonometria no final do livro. Seja a função g(a) = 1.sena + u.cosa, 
denominador da relação eq4. Multiplicando em cima e embaixo por 


Jo u? , vem: 


gla) 2 J1« 42. E M cosa 
4+2 |+? f 


Vien 


g(a)=yi+ pn? -(senfssena + соѕВ.соѕа) 


gla) = Ap? cos(a — 8), onde f é um ángulo tal É 

que tgf = 1/u (veja triângulo retângulo). » 

Assim, substituindo em eq4, vem: 
M.g е Мо 


Е E ———, com tgf =1/u Р 
sena +pcosa — pê.cos(a - D) 
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Vemos que o menor valor de F ocorrerá quando tivermos o maior valor 
para cos(a-f), valor máximo este que vale 1 para a = f, isto é, a = f = 
arctg(1/u). 


M. 
Sendo F = pm fazendo cos(a — B) = 1, temos: 
41 + pí.cos(a—B) 


M. 
Fmin = T para tga=1/u > а -arctg(1/u) 
"L +y 


с) Queremos determinar para quais valores de a no intervalo -90º < a < 90º, é 
impossível manter o bloco em equilibrio, supondo u = 1. Para isso, 
devemos determinar para quais valores de a no intervalo -90º < a < 90º o 
denominador da expressão obtida em eq4 para a força F assume valores 
negativos ou nulos. 


Para um pleno entendimento dessa resolução, veja o Apêndice 12 sobre 
Trigonometria no final do livro. Seja a função g(a) = 1.sena + 1.cosa, 
denominador da relação eq4. Multiplicando em cima e embaixo por 42, 
vem: 


g(a) = УЗ] T sena + Fs a] = J2.sen(a + 45°) 


Impondo g(a) < 0, temos: sen(a+45%)<0 => –180° < (a+45°) «0 > 


—225° <a < —45° (intervalo 1). 
Tomando a intersegáo entre o intervalo 1 acima e o intervalo 2 dado por 
-90° < a < 90º, obtemos a resposta final —90? < a < –45° 


-225° -45° : 
Ыса ———— intervalo 1 
—90? *90 
30 2. > intervalo 2 
= > interseção 
-90°  .45? 


Para testar seus conhecimentos, refaça esses cálculos considerando и = 3/4. 


Lembre que, no triângulo retângulo 3, 4 e 5, os ângulos valem 
aproximadamente 37º, 53º e 90º. Daí temos que sen37º = cos 53º = 0,6 е 
cos 37º = sen53º = 0,8. 


Você deverá encontrar a resposta -90º < а < -37° 


8 Respostas e Soluções 473 


Questão 238 - Solução 

Para que as forças Р, Fat, М е F tenham resultante nula, tais vetores devem 
formar uma linha poligonal fechada quando dispostos em série, um após o 
outro. А Figura 119 mostra a disposição dos vetores em série. 


Figura 119 


Figura 120 
Sendo Fat = u.N, podemos redesenhar conforme a Figura 120. 
Note que os vetores normal М e Fat = u.N definem um triângulo retângulo com 
um ângulo agudo Ө muito bem definido pela relação {90 = p. 
Veja que, dados o peso Р e o coeficiente de atrito н e fixada a proporção 
0 = u, é possível fazer a origem do vetor F correr ao longo da reta R, 


mantendo fixa a extremidade de F na origem do vetor peso P dado 
inicialmente como mostram as Figuras 121a, 121b e 121c. 
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Figura 121a 


Figura 121b 


Figura 121c 
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Figura 122 


Assim, vemos graficamente que, fixados os 
valores de P e p, existem inúmeros 
valores de F que satisfazem a 
construção, à medida que a origem do 
vetor F corre ao longo da reta R como 
mostra a Figura 121. 

O menor módulo do vetor F ocorrerá 
quando este for perpendicular à reta R, 
como mostra a Figura 121c. Esse raciocínio 
faz uso do conceito geométrico de distância 
de um ponto a uma reta. 

Na Figura 122, ampliamos os detalhes da 
Figura 121c. A reta S é paralela à rampa, 


formando um ángulo а com a horizontal. 
Segundo o enunciado, a força F forma um 
ângulo B com a direção da rampa, 
portanto, forma um ángulo В com a reta 
S. Observando a Figura 122, vemos que a 
condição para Етп ocorrerá para: 


cateto oposto Fm 


sen(a +B)= 
fox hipotenusa P 


Fmn = m.g-sen(a+p) 
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b) Observando a extremidade do vetor peso P na 
Figura 123, vemos 3 ângulos adjacentes a + В, 
9-6 е 90"-a cuja soma totaliza 180º. Assim, 
vem: 


«+В + 90º- Ө + 90°— = 180º 
В = 0, com Ө = arctgu 


Questão 239 - Solução 
Estando em equilíbrio estático, podemos escrever: 


F'«(Psenay =Fat? > F = «Fat? - (mgsena)? (ед1) Rs 


Da condição de iminência de escorregar, vem: 


Fat= uN = um.g.cosa — (eq2) 


De eq1 e eq2, vem: F « Jumg.cos в)? - (mg.senay 
F2mg(u.cosa)? - sen?a 


Questão 240 - Solução 
O vínculo geométrico, associado ao fato de que o fio não estica, pern 


concluir que: 
© B^ 
0х Ца, 
х - а 
БЭ Ead a 
А А 
Figura 124 - sempre que o bloco descer Figura 125 - quando o bloco apresentar 
verticalmente uma distância x 4, todo o conjunto uma aceleração a! para baixo, todo o 
(bloco + polias + prisma) simultaneamente se conjunto  compartilhará essa mesma 
moverá essa mesma distância x — para a aceleração (em módulo) a— para a direita. 
direita 


A conclusão obtida na figura 125 decorre da regra prática de derivação. (leia o 
tópico especial 2 — vínculos geométricos na mecânica — capítulo 7). 
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n 


Fat 


Di 
img 


Figura 126 


Mgy | 


Assim, observando tanto as forças que agem no conjunto “prisma+polias” 
quanto as forças que agem no bloco (Figura 126) , com base nas acelerações 
mostradas na Figura 125, podemos escrever: 


Prisma na horizontal: Fr=Ma > (T-N)=Ma (ед1) 
Bloco na horizontal: Ек = та => N=ma (eq2) 
Bloco na vertical : Ев = m.a > (mg-T-Fat)=ma (eq3) 
Somando as relações eq1, eq2 e eq3, membro a membro, vem: 
m.g – Fat = M.a + 2m.a , com Fat = p.N 
m.g - р.М = Maa + 2m.a , usando eq2, vem: 


mg 


mg-uma = Ma + 2m. a= === — 
g= ma > 2 M+ mês 


A expressão acima fornece a aceleração do prisma em relação а Terra. 
A aceleração da caixa em relação à Terra é a soma de duas componentes de 
aceleração "al* а-э” (conforme a Figura 125) totalizando uma aceleração 
a. /2 У cujo módulo foi determinado pelo Teorema de Pitágoras. Assim, a 
aceleração da caixa, em relação à Terra, é dada por: 

a = av2 = .omg/2 — 
M + m(2« p) 
Questão 241 — Solução 
Equilíbrio na direção normal: №. /2 =P.cosa > N = m.g.cosa. 42/2 (eq1) 


A 2? lei de Newton na direção ladeira abaixo (veja figura) permite escrever: 

Fr=zma = (Р.ѕепа -2Fat)2ma = mg.sena - 24.N = та. 

Usando eq1, vem: 

n.g.sena — u.m.g.cosa. /2 = т.а = a = g.sena - p.g.cosa. 2 
а = g.( sena - p. V2 cosa) 
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N A <A E N.J2 
d 09 i E /N 
Pad e pod e co? 


Questão 242 — Resposta: 37,5 N 


Questão 243 - Solução 
No referencial da Terra (inercial), a moeda se moverá com aceleração am, 
devido ao atrito cinético que recebe do cartão, durante o puxão do cartão. 
Assim, para a moeda de massa m, podemos escrever: 


N 
Fr = т.ам | Rm 
in = L a ам 
Fat cin = m. ам Р 7 
p. N = т. ам py 
u.m.g = m. am m.g 
am=p.g (eq1) > 
ru 
| | sifuação 
i ; - inicial 


situacao-limite 


Ri R 


А menor aceleração a com que se deve puxar o cartão em relação à Terra, a 
fim de que a moeda ainda caia dentro do copo, será aquela que fará a moeda 
percorrer uma distância x = г (veja figura) no mesmo tempo T em que o cartão 
percorrer a distância crítica y = R + г, ambos em MUV, partindo do repouso. 


Da cinemática, podemos escrever: 
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Dividindo eq3 por eq2, membro a membro, e usando ед1, vem: 
R+r a , Sé (R+r)ay _ (К+г)нд a ha (R +r)ug 
r ам ES r r r 


Na verdade, para qualquer а> ROS, a moeda cairá dentro do copo. 


Questão 244 — Resposta: alternativa E 


Questão 245 - Solução 
a) De acordo com a resolução da questão 59, página 322, o carretei rola para 
a esquerda para a > arc cos (г / R), rola para a direita para a < arc cos (r/ R) 
e permanece imóvel sem rolar para a = arc cos (r / R). 

b) A máxima tracáo para a qual o carretel permanece imóvel (nem escorrega 
nem rola) é aquela mantém o carretel na iminência de escorregar, com a 
tração T inclinada de a com a horizontal, tal que cosa = r/R (para que o carretei 
também não role). Do equilíbrio vertical do carretel, vem: 


N+Ty=P > N=P-Ty > N= тд -Т.зепе (eq1) 


Na horizontal, teremos: Tx = Fat, com Fat = u.N (condição de iminência) 
T.cosa =u.N = u.(m.g - T.sena) 


T.cosa = um.g – p.T.sena > qo Hem. com cosa 2 r/ К 
cosa + р.ѕепа 


c) Usando o mesmo artifício trigonométrico mostrado na 1º resolução (solução 
analítica) da questão 235 (página 468), detalhadamente explicado no 
Apêndice 12 sobre Trigonometria (Página 532), podemos mostrar que: 


т= H9 „ LL? (2), comtgp=u 
| cosa + p.sena mam -p) 


lssim, o valor mínimo dessa tracáo que torna iminente o escorregamento do 
carretel ocorrerá para: 
cos(a-B)=1 => а= В, сот В = р > tga=u 


O valor mínimo procurado para essa tração ет ед2, portanto, vale: 


mMm. 
Tinin = e 
DARE 


O valor correspondente de r pode ser encontrado lembrando cosa = r / R 
(condição рага não haver rolamento) e que tga = p (condição para tração 
mínima), fazendo uso da seguinte identidade trigonométrica: 


2 
ta + 1 = ѕес2а > tol e 28: 
Ur) + y? 
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Questão 246 - Solução 


a) Durante a frenagem, a força de atrito «Fat é a força resultante horizontal 
responsável pela aceleração horizontal do bloco, assim, vem: 


Fr=ma > Fat=ma (ед1) 
O atrito cinético tem módulo dado por Fat=u.N=um.g (eq2) 
De eqí e eq2, vem: umg=ma > a=ug (eg3) 


Da equação de Torricelli do MUV, vem: 


2 
V2-V2-2aD => 0=V2-2aD > а= У. (ед4) 


20 
2 2 
De eq3 e ед4, чет: а= 2 = ung = = 2 
q3 e eq 2b ^ "9 “=D 


b) O solo aplica sobre o bloco uma normal NT e uma força de atrito Fate, 
portanto, a força total que o solo aplica sobre o bloco será a resultante vetorial 
entre elas: 


Сеет m.V 
Fa 2-4 N? + Ға, сот N2mg e Fat = ma =——® 


2D 
| (m 2Y 2 Y 

T 2 -Vo = Vo 
FR x s gi == ) > k= ma, * E 


Questão 247 — Resposta: alternativa B 


Dica: V = Vo-at, com Voz &R e а=н. 


Questão 248 - Solução 


O bloco (imóvel em relação à cunha) descreve uma trajetória retilinea 


horizontal em relação à Terra. Para decidir quais as forças que devem ser 
decompostas e o motivo, fazemos uso do Par de Eixos Padrão largamente 
explicado nas páginas 52 a 58. 

Assim, o eixo 1 será o eixo horizontal, o eixo 2 será o eixo vertical, e serão 
decompostas todas as forças que não estejam sobre esse par de eixos (ou 
seja, Ne Fat). 

Como a trajetória do corpo é retilinea (não tem concavidade), as forças devem 
se equilibrar ao longo do eixo 2, o que permite escrever: 


Ny = Faty + Р > М.соѕа = Fatsena + mg (ед1) 
Da condição de iminência de escorregar, vem: Fat = џе.М  (eq2) 


Deeqi e eq2, vem: N.cosa = ue.N.sena + mg  (eg3) 
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Na direção do eixo 1 (eixo horizontal), como de costume, escrevemos a 2º lei 
de Newton: 


Fa=ma = Fat + №= та > pe.N.cosa + N.sena = та (ед4) 


isolando a normal М em ед3 e ед4 e igualando, vem: 


m.g m.a E + HE cosa | 


N= = > а= 
cosa —png.sena sena + ць cosa cosa — He.sena ) 


Sendo sena = 0,6, cosa = 0,8 e ue = 0,5, vem: а = 2g 


Nesse problema, bloco e cunha se moveráo juntos, em relacáo à Terra, 
compartilhando dessa mesma aceleração a = 2g — em relação à Terra. A 
máxima aceleração horizontal que pode ser compartilhada por eles vale a = 20. 


Para uma aceleração superior a esta, o bloco aceleraria ladeira acima e os 
corpos teriam acelerações diferentes em relação à Terra. 


Assim, a máxima força externa F— para a qual o bloco ainda permanece em 
repouso em relação à cunha pode ser determinada tratando o bloco e a cunha 
como se fossem um único corpo de massa m*M: 


Fr = (M+m).a >  Fz2(M*m)g 


O leitor deve ter ficado tentado a resolver esse problema no referencial da 
cunha. A resolução de problemas de Dinâmica no referencial acelerado é 
exatamente o tema central desse livro e será abordado nos capítulos 4 e 5. 


Até lá, precisaremos treinar exaustivamente a resolução de problemas no 
referencial da Terra mesmo (referencial inercial) para melhor compreender, 
posteriormente, o referencial acelerado. 
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'Questão 249 — Resolução: 
Como a trajetória é retilínea (não tem concavidade), na direção normal à 
trajetória, as forças estão em equilíbrio, o que permite escrever: 


№ = m.g.cosa Nz 
N: = № + M.g.cosa ES ; 
e y N, Faty 
№ = m.g.cosa + M.g.cosa «° Ке ^ P di 
№ = (M+M).g.cosa aue RN 
2 f №; 4 
Fats р.№ > Fat = j.(m*M).g.cosa a ZA 2 
SS: ANA 
A 2º lei de Newton na tábua permite 49% É су LC № Fat 
escrever: Pe ud 
а: P d | 
Ев = М.а ж | 
Mg.sena ~ Fat = М.а+ y 
Mg.sena - .(m+M).g.cosa = M.a1 a 
m) ED ÓQ 
а; = gsena — j.| 1+ — jg.cosa 
| i | M)’ 
A 2* lei de Newton para o bloco permite escrever: 
Еа=та > mgsena=ma = az=g.sena, ou seja, az > аз 


No referencial da tábua, ela está parada e o bloco escorrega com aceleração 
relativa arel = az — a4. Assim, nesse referencial, podemos escrever: 


e 
AS=Vot + аге 
L-0 + (а ds st E 
= + — — = 
2781) (az-a; 


Questão 250 — Solução 
a) O sabonete dará a volta ao redor da Terra em MCU sob ação exclusiva do 
peso do sabonete, que fará o papel de resultante centripeta. Assim, vem: 


2 ————— 
сто > у= Rg = 464x109 x10 = 8000m/s = 8 km/s 


fag = mg => 


bj T2285. 2x3,14x6400km _ 50245 = 14h24min 
V 8km/s 
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Questão 251 — Solução 
a) Como a velocidade do móvel é tangente à trajetória em cada instante, e a 
aceleração resultante numa curva tem que apontar para dentro da curva, a 
partícula só pode estar passando pela posição a; 

b) A componente da aceleração resultante que aponta na direção 
perpendicular à velocidade chama-se aceleração centripeta. Assim, vem: 


actp = a x sen30º = 24 x (1/2) = 12 m/s? 


с) Usando o resultando do item b, vem: 
v2 v2 
actp=— > 12=— > V=6m/s 
R 3 


d) A componente da aceleração resultante que aponta na mesma direção da 
velocidade é a componente tangencial. Esta componente está apontando a 
favor da velocidade, o que indica que o movimento é acelerado naquela 
ocasião, ou seja, o módulo da velocidade é crescente naquele instante. 


Questão 252 — Solução 

a) a velocidade do móvel 

Comparando com a função geral S = So + Vo і + (a/2).t2, temos que: 

So -2m, Vo=-8m/s, a/2-3 => a=6m/s? 

Assim, V=Vot at > V=-8+6t 

bara t=2s, temos que V=-8+6t =-8+ 6x2 > V=4ms 

b) a intensidade da componente tangencial da força resultante 

a aceleração escalar é o módulo da aceleração tangencial a cada instante: 
atg = а = 6 m/s?, conforme determinamos inicialmente, a partir da função 


horária. 

Aplicando a 2? lei de Newton na direção tangencial, vem: 

Рід =m-atg > Ftg=10x6 > Ftg= 60N 

c) a intensidade da componente centrípeta da força resultante 
acrr=V2/R,com V=4 m/s (ет t=2s) e R=2m, assim: 

астр= М№/В = 42 /2 > acre = 8 m/s? 

Aplicando a 2? lei de Newton na direção centrípeta, vem: 

Ferr = m. acre. > Fer = 10x8 > For = 80N 

d) a intensidade da força resultante 

Achando a resultante das duas componentes perpendiculares entre si, pelo 
teorema de Pitágoras, vem: 

(FR)? = (Ftg? + (For? > (Fr) = (60)2 «(807 => Ең = 100N 


ааа 
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Questão 253 — Resposta 


Questão 254 — Solução 
a) Escrevendo a segunda lei de Newton na direção radial (centrípeta), vem: 


Каар = Fin 7 Fout = m 
No ponto C, temos: Nc - mg = HE (eq1) 
No ponto A, temos: Na + m.g – O mA (eq2) 
No ponto B, temos: Na – O = гы: (eq3) 
No ponto D, temos: Np — 0 = т (eq4) 


b)Para que a moto dé a volta completa sem perder o contato, ela precisa 
tocar o ponto A mais alto do globo. Assim, da relação eq2, vem: 
m.V2 
NA20 > m ^9 20 = MW 2yRg (eq5) 


De acordo com ед5, a velocidade mínima que o motoqueiro deve ter para 
conseguir passar pelo ponto mais alto do globo e conseguir dar a volta 
completa ё Vrin= Ва. 


Se a velocidade for menor do que essa, а moto perde o contato сот o globo 


antes de atingir o ponto A, entra numa trajetória parabólica e cairá, sofrendo 
um acidente. 


Assim, vem: Vin = Ro. -436x10 > Vmin=6 m/s 
с) Substituindo os valores em eq2, vem: 


m.V2 
NA*mg -0 = A 
А + m.g R 
2 
NA + 400.(10) = TCI Na = 12.000 N 


Questáo 255 — Resposta: alternativa D 
Dica: Leia a teoria das página 101 e 102 


Questão 256 – Resposta: alternativa E 


Dica: Leia a teoria das página 101 e 102 
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Questão 257 - Resposta: alternativa D 
Dica: Leia a teoria das página 101 e 102 


Questão 258 — Resposta: alternativa A 
Dica: Leia a teoria das página 101 e 102 


Questão 259 — Solução 
Escrevendo Apenas a tração T e o peso P agem sobre a bolinha do pendulo. 
Usando o par de eixos padrão (tangencial e radial), decompomos a força 
peso P em suas componentes: 


Em seguida, identificamos a componente tangencial (Ftg = P.sena) da força 
resultante Fr e a componente centripeta (Есір = T - P.cosa) da força 
resultante Fr. Finalmente, encontramos a força resultante agindo na bolinha. 


Se a força resultante Fr aponta na direção 
horizontal, o triangulo retângulo nos permite 
escrever: 


cateto oposto T-P.cosa 
ig" SE 
cateto adjacente P.sena 


sena T-P.cosa 
cosa P.sena 


> T=P.seca 


Resposta: alternativa d 


Questão 260 — Resposta 
ТА = 12 №, Тв = 46 № 
Dica: Aplicacáo direta да едиасао geral do péndulo simples, página 100 
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Questão 261 – Solução 


A figura mostra a decomposição de forças padrão (eixos radial e tangencial) 
para o estudo da dinâmica do pêndulo simples. 


Б] Бр 
D IN, 
EN EA 
| aN 
| IPN 
| т | F 
R ctp 
Wr di FR P 
| 1—9 
ESC cosa me. Ra 
3 FRig 
A segunda lei de Newton na direção radial (centrípeta) permite escrever: 
2 2 
Евер = T-P.cosa = MSE = 40N 
FRetp = 40N 


Na direção tangencial, a força resultante tangencial vale: 
FR tg = P.sena = 60. sen30° = 60 . 0,5 = 30 N 
Frtg= 30N 
Assim, a força resultante agindo na bola é dada pelo teorema de Pitágoras: 
(FR? =(FRctp)? + (FRtg) 
(ЕВ)? =(402 + (30)? 
FR=50N 


Resposta: Alternativa b 
Questáo 262 - Solugáo 


Quando a bola atingir a extremidade esquerda ou direita, ela momentaneamente 
terá velocidade V = O e, consequentemente, actp = V? / R = 0 naquele instante. 
Ora, o fato de, momentaneamente, apresentar actp = 0 implica que, naquele 
instante, a força resultante na direção centrípeta deverá ser nula: 


486 Fundamentos de Mecánica 


№2 
Евр = T — Р.соѕа AM ONV 


T-P.cosa =0 = T=P.cosa 


Assim, quando a esfera parar a fim de inverter o sentido do movimento, a 
forca resultante sobre ela será apenas a componente tangencial P.sena, que 
causará uma aceleração resultante também tangencial de módulo: 
_ Fa Psena mgsena 
m m m 


=gsena 


Questão 263 - Solução 

Inicialmente, temos um problema de equilíbrio estático, onde qualquer par 
de eixos pode ser usado para resolver a questão. Escolhemos, portanto, o par 
de eixos que simplifique nossos cálculos. Devido à simetria do triángulo 
equilátero (Figura 127), a tração nos dois fios tem o mesmo valor Ta dada por: 


Ta .cos30º + Ta.cos30º = P 


2.Ta.cos30º =P = TA-P/(2.cos30?) 


¿m seguida, o fio 1 será cortado. O sistema se comportará como um péndulo 
simples, momentaneamente em repouso (v = 0), na sua posição extrema, onde 
ele pára a fim de inverter o sentido do movimento. 


Logo após o corte do fio, portanto, o pêndulo já estará acelerado, visto que 
ele terá aceleração tangencial, causada pela componente tangencial do 
pêndulo, P.sen30º. Haverá equilíbrio momentâneo apenas na direção radial 
(centrípeta), visto que, momentaneamente, ainda não há velocidade (v=0), 
portanto, momentaneamente ainda não haverá aceleração centripeta. 


A segunda lei de Newton na direção centrípeta, logo após o corte do fio 
(Figura 128), permite escrever: 


Figura 127 Figura 128 
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FR сір = Fin — Fout=M.V2/R 

FR ctp = Te — P.cos(30°) = M.V?/ R, com V = 0. Assim: 
FR сїр = Тв -P.cos(30º)=0 = Te=P.cos(30º) 
Assim, temos que: 


P 
Medos... ol nÀ 
Te P.cos30% 2.со52 30° [$] 2.3 6 3 
2.| — 4 
2 


Resposta: Alternativa E 


Questão 264 — Resposta: Alternativa C (Veja a questão 263) 


Questão 265 — Resposta: Alternativa B 


Questão 266 - Solução 
A esfera descreve um MCU num plano horizontal. Sobre ela agem apenas 
duas forcas: a normal N e o peso P. Seguiremos o diagrama de forcas-padráo 
para esse tipo de movimento, conforme explicado na eq8 e eq9, página 104. 
Como, durante о MCU, a esfera só apresenta aceleração radial (actp), 
estando em equilíbrio na vertical, podemos escrever: 


2 
Na direção radial: FRctp = Nx = т. actp => N.cosa = т. e (eq) 


Na direção vertical (equilibrio: Ny -P = М.ѕепа = т.9 (eq2) 


Do triângulo retângulo na figura anterior, podemos determinar tgo pela 
geometria: 
teto oposto R 
A) 
cateto adjancente Н 


Dividindo eq2 рог eq1, e usando eq3 , vem: 


Tga = 
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Nsena — mg Rg , Tga 6 -2 > V= gH, 


R i | 
Resposta: alternativa a 


Questão 267 – Resposta: Alternativa d 


Questão 268 - Solução 
Apenas duas forças agem num pêndulo: a tração T e o peso P. 


No caso do pêndulo cônico, a resultante centrípeta é dada por: 
FR ctp = Fin — Fout = ( T.sena — 0) = T.sena = m(o*.R) (ед1) 


Na direcáo vertical, podemos escrever: T.cosa = m.g (eq2) 
o? 
Dividindo eq1 por eq2, vem: tga = 9. (ед3) 


O triângulo retângulo permite determinar a tgo: іда = К/Н (ед4) 


Das relações eq3 e eq4, podemos escrever: 


H 


Ex 


oR 
tga = "a = — , Cancelando К, vem: о = 


Resposta - alternativa a 
Questão 269 - Solução 
A partir do resultado da questão 268, vem: 


0 = Je > @?.Н = 9 = constante (9 não muda, concorda?) 
Assim, podemos dizer que: 
Dantes? . Hantes = (depois? . Наеров = 9 = constante 


(6)? ‚1= (3)? . Haepois > Наеров =4т 
Resposta: alternativa c 
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Questão 270 - Solução 
Aproveitando a resolução da questão 269, temos: 


Gantes? . Hantes = (depois? . Hdepois = g = constante 
Antes: 2,5 x Hanes = 10 => Hantes = 4 т 


Depois: 10 x Наероѕ = 10 => Hdepois = 1 m 


Assim, o pêndulo sofreu uma variação de altura AH = 4 – 1 = 3m 


Questão 271 - Resposta: Alternativa A - (Dica: Veja figura 46, páginas 105 e 106) 


Questão 272 - Solução 


Apenas duas forças agem num pêndulo: a tração T e o peso P. No caso do 
pêndulo cônico, a resultante centripeta é dada por: 


Fr сїр = Fin — Fout = ( T.sena — 0) = T.sena = m.(w?.R) (eq1) 
Na direção vertical, podemos escrever: Т.соѕа = mg — (eq2) 


A caixa sobre a mesa está em equilíbrio e na iminência de escorregar. Assim, 
podemos escrever: 


Condição de equilíbrio da caixa: Vertical: Т.ѕепа + N=M.g (eq3) 
Condição de equilibrio da caixa: Horizontal: T.cosa =Fat (eq4) 
Condição de iminência: Fat = Fatma: Fat=uN (ед5) 
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Note que a tração T que age na caixa é a mesma tração T que age no 
pêndulo, visto que se trata do mesmo fio ideal. 


Substituindo ед1 em eg3, vem: 
Т.ѕепо + NZ Mg > т.(о2.В) + N= Mg > N= Mg- m.(w?.R) (е6) 


Substituindo eq6, ед2 e ед4 na relação ед5, vem: 
Fat=uN = Т.соѕа =u.N 
T.cosa = p. (Mg-m.o2R) 


mg=u(Mg-maoilR) > PRU MEM 
о: ) q Mg-mw?R 
m.g РА 2х10 _ 20 


ús Mg-moe?R  24x10-2x2?x05 20 

Resposta: alternativa E 
Questão 273 - Solução 
Apenas duas forcas agem num péndulo: a tracáo T e o peso P. No caso do 
péndulo cónico, a resultante centrípeta é dada por: 


Fr ctp = Fia — Far = (T.sena — 0) = T.sena = m(o?r) (eq1) 


Na direção vertical, podemos escrever: T.cosa = mg  (eq2) 


ção 


eixo de rota 


trajetória circular do pêndulo r 
A esfera do pêndulo descreve um movimento circular de raio r em torno do 
eixo de rotação, tal que: 
Г =R + Lsena = 1,5 + 10x06 = 75m => r=75m 
Dividindo а equacáo ед1 por eq2, vem: 
Pr 06 027,5 


tana = 2% > 99. 
0,8 10 


> o-1rad/s 
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Questão 274 - Solução 
Resolvendo, inicialmente, o sistema de duas massas e uma polia, aplicando a 
segunda lei de Newton a cada caixa mı e mz, vem: 


m.3-T=mia > 30-T = 3.a 
T-m.g= т.а > Т- 10 = 1.а 


ү7 

вум 
а= 5 п/5?, Т = 15 № 

Em seguida, sendo а polia A ideal 

(massa nula), temos que: 

'z2T > T'=2.15 > 


T 230N 


T 
Achada a tração T' no fio CD, { 

passamos a resolver o péndulo P; L ma 
cônico, conforme aprendemos na {, Р; 


página 103, Figura 42. 

Na direcáo radial vem: 

Frap = Fin-Fout=mactp => T'.sena — 0 = m.o*.R, com К = CD.sena 
Т'.ѕепа = m.«?.(CD.sena) => T'm.(CD) = 

30 = т.(5)?. (0,8) > m= 1,5 kg 

Questão 275 - Solução 

As esferas podem move-ser ao longo do arco, no plano vertical, sem atrito. 


A força normal N que o aro exerce sobre as esferas é normal ao aro e, 
portanto, radial, passando pelo centro. 
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Cada esfera descreve um MCU no plano horizontal de raio r, que será 
equacionado conforme aprendemos na página 103, Figura 42. 


Na vertical, podemos escrever: Ny = Р >  N.cosa- m. (ед1) 
Na direcáo radial, podemos escrever: 

FR ctp = Fin - Fout = m.actp > Nx-0=m.o2r, com г = R.sena 
N.sena = m.c*. (К.ѕепа) > N=mo.R (eq2) 


Substituindo ед2 етед1, vem: m.o?. R.cosa=mg =  cosa=-— = 
o^. 


O resultado obtido acima mostra que, se œ tende a infinito, cosa tenderá a 
zero, o que implica que a tenderá a 90? 


Questão 276 - Solução 


Sobre a bolinha agem as trações T4 e T2, bem como o seu peso P. A bolinha 
descreve um MCU no plano horizontal, que será equacionado conforme 
aprendemos na página 103, Figura 42: 


Equilíbrio vertical: Ti.cosa = m.g + Tz.sena (ед1) 
Na direção radial, podemos escrever: 

FR ctp = Fin — Fout = m.actp 

Ti.sena + Tz.cosa - 0 = m.ckR. (eq2) 


Multiplicando eq1 por cosa, eq2 por sena e somando, membro a membro, 
vem 


Ti.cos?a — Ta.sena.cosa = m.g.cosa 

Ti.sen?a + T2.sena.cosa — 0 = m.o?.R.sena 

Ту = m.o?.R.sena + m.g.cosa 
Multiplicando ед1 por -sena, eq2 por +cosa e somando, membro a membro, 
vem: 

Ti.sena.cosa + T2.cos?a -0 = m.o?.R.cosa 

-Ti.sena.cosa + T>.sen?a = -m.g.sena 

Тә = m.o2.R.cosa — m.g.sena 
Após termos determinado os valores das trações T1 e T2, podemos determinar 


o valor de o que tornaria o fio inferior frouxo, isto é, que anularia o valor da 
tração Ta: 


Т2 = m.w?.R.cosa — m.g.sena = 0 > e q 
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A 98 X | 
Mp m pal | 
N EE L 
[ f 
| 
N |y | 
Kk $3 
A 6 
B 


Como o raio R da trajetória, contudo, nào foi fornecido no problema, como 
determinar esse raio R em função da distância AB = L e do ángulo a ? 


R y 
tga = г > x=R.cotga, tga = R > y-R.tga 
L 
L=x+y = Reotga + Rt R = ————— 
4 РЕ зе ү tga + сода 


Questão 277 - Solução 
Apenas duas forças agem no carro (veja figura adiante): a normal N e o peso 
P, visto que o enunciado afirma que a curva está sendo traçada sem a ajuda 
da força de atrito, graças à inclinação da pista. Trata-se de um MCU no plano 
horizontal, portanto, seguiremos o diagrama de forças-padrão para esse tipo 
de movimento, conforme explicado na ед8 e ед9, página 104 : 


p eso —— 
P 
A resultante centripeta é dada por: 
Fa ctp = Fin - Fout = (Мх—0) = N.sena = m.(V?/R) (eq1) 
Na direção vertical, podemos escrever: Ny = N.cosa = mg (eq2) 


Com V = 180 km/h = 50 m/s e R = 820m 
Dividindo eq1 por eq2, membro a membro, vem: 
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2 2 2500 

У = 50° —— = 0,304 

Rg 820x10 8200 

Consultando a tabela trigonométrica fornecida na questão, vemos que 


tang17° = 0,306 e, portanto, a = 17°. 


tana = 


Resposta: alternativa D 
Questão 278 - Solução 
Trata-se de um MCU no plano horizontal, portanto, seguiremos o diagrama de 
forças-padrão para esse tipo de movimento, conforme explicado na eq8 e 
ед9, página 104: 


A resultante centrípeta agindo na bolinha é dada por : 

Fr сір = Fin - Fout = ( Nx - 0) = N.sena = m.o?:r. (eq) 

Note que r é o raio da trajetória circular descrita pela bolinha, sendo dado por 
r=R+H (eq2) 


Na direção vertical, a bolinha se encontra em equilíbrio, o que nos permite 
escrever: Ny = N.cosa = mg (eq3) 

Note que, sendo a = 45º, os triângulos retângulos que aparecem na figura 
anterior são isósceles, de lado H. 


Dividindo ед1 por eg3 e considerando eq2, vem: 


Nsena mo?r 


, sendo a = 45º, vem: o?rzg 
Ncosa mg 


о2г=9 > @.(Ы+Н)=0 > н=-®-ң 
о 


Assim, na situação inicial, temos 9 = 10 m/s? е о = 10 rad/s, donde: 


H iniciar == -R = — -R = —-R 
inicial o? (10)? 100 
Na situação final, temos g = 10 m/s? e о = 20 rad/s, donde: 
A g 7 10 . 10 2 
Haa =- -R = -R = — -R 
в? (20)? 400 


Assim, vemos que Н та < H inicia , a bola desce quando о é duplicada. 
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JAH| = Hinicia — Hrna = fm 2 -в) = 0,075 m = 7,5cm 


Questão 279 - Solução 


O diagrama abaixo mostra as forças que agem na vasilha, quando a bolinha 
passa pela extremidade direita da sua trajetória circular. 


Do equilíbrio vertical da vasilha, 
podemos escrever: 


N'= Mg + Ny = Mg + N.cosa 
Considerando a relação eq3 da 
resolução da questão 278, 
podemos escrever: 


Nº = М.О + N.cosa 
N=Mg + mg (eq4) 
Do equilíbrio horizontal da vasilha, podemos escrever: Nx = Fat (ед5) 


Como desejamos determinar o mínimo coeficiente de atrito que impede . 
escorregamento, conclui-se que a vasilha se encontra na iminência de 
escorregar, o que permite escrever: Fat = р.№ (ед6) 


A partir das relações eq4, ед5 e eq6, vem: 
Nx=Fat=p.N > М.ѕепа = р. № = Nsena=u(M+m).g 


Considerando a relação eq3 da resolução da questão 278, sendo a = 45°: 
m 
M+m 


N.sena = N.cosa = m.g = p.(M+m)g > p= 


Questão 280 - Solução 

No referencial da Terra (inercial), a pessoa no interior do rotor descreve um 
movimento circular no plano horizontal, portanto, seguiremos o diagrama de 
forcas-padráo para esse tipo de movimento, conforme explicado па eq8 e 
eq9, página 104. 

A resultante centrípeta agindo na pessoa é dada рог: 


Евер = Fin — Fou = (N-0) = m.o? R (eq1) 


Na direção vertical, a pessoa não tem aceleração (se encontra em equilibrio), o que 
nos permite escrever: 


Fat=P > Fat-mg (eq2) 
A força de atrito é limitada, sendo restrita ao intervalo: Fat<pe.N (ед3) 
Substituindo ед1 е ед2 em eq3, vem: 
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Fats ug N = mg < ре. т.о? К 
g < ре: ФВ (ед4) 


A relação ед4 é a condição geral рага que о garoto 
acompanhe o movimento do rotor sem escorregar 
para baixo. A partir de eq4, tanto podemos determinar 
Omin, como também podemos determinar ue min, Rmin 
OU gmax de tal forma que o garoto gire junto com o 
rotor sem escorregar. Isolando о ет ед4, vem: 


2. 9. => "n 9. 
s Em Omin т. 


Essa questáo será novamente resolvida na pagina 
526 (Questão 338), quando faremos uso do referencial não-inercial. 


Questão 281 — Resposta 

T:=20N, T2=18N, Ta=8N 

Questão 282 - Solução 

Se a corda tem comprimento total L e massa m, sua densidade linear é dada 
por À = m / L. Um pedaço de corrente que subentenda um ángulo 
central a (veja figura) terá um comprimento AL = a.R e uma massa 
Am=A.AL=(m/).a.R. 

Observando a figura temos: 

Евстр = 27у = (2T).sen(a/2) 
Uma vez que o ângulo a é pequeno, 
Ty literalmente passa pelo centro e é 
válida a aproximação: sen(a/2) = o/2. 
Assim, vem: 

Евстр = 2Ту = (27).(0/2) 
Escrevendo a segunda lei de Newton para esse pequeno segmento da 
corrente representado na figura, vem : Ев стр = Am.w?.R 


a m 2 m 252 
2T2=|—aR|- T-—oR 
2 (Dar) or > E (eq1) 


Sendo L=2x-R e о -2rf, vem: 
2 
m 352 m 2( L 2 
T2—owR? - —(2nfY | — T 2mLf eq2 
TR TOP a) > т-ти” dean 
Substituindo m = 40-103 kg, L = 0,6 m e f= 50 Hz, vem: 
Т=ті.Ё = 40.103 x0,6x50? > Т -60N 
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Questão 283 - Solução 

Seja Lo = 2.7. о comprimento inicial do aro circular quando em repouso, e 
L=2r.R o comprimento final do aro, com já está girando com velocidade 
angular c. A tração T nesse aro é diretamente proporcional à deformação x 
sofrida por ele (lei de Hooke), de forma que: 


T=Kx > T-K(L-Lo (eq3) 


А partir da relação eq2 da resolução da questão anterior e da relação ед3, 
vem: 


T«mfL-K(L-L,) = KL,-(K-mf?)L = K(2xr)=(K-mf?)(27R) 


o kr _ Кг > ^ Ra АКТ 
K-mf? " í oY 4r^K – т.а)? 
Ax) 


Questão 284 - Solução 
Aplicando a segunda lei de Newton na direção radial (centrípeta) do pêndulo 
simples, podemos escrever: 


2 
T-mgsena = T- (eq1) 


e ма | Е a 


Fat | 
AN b 08 Б: Р.соѕоу 


= 


ум | Fat 


Do equilibrio das forças que agem na caixa, na direção vertical, podemos 
escrever: 
№ = Ту + М9 => N=Tsena + Mg (eq2) 


Do equilíbrio das forças que agem na caixa, na direção horizontal, podemos 


escrever: 
Tx=Fat =  T.cosa-Fat (ед3) 


Da condição de iminência de escorregar, podemos escrever: Fat=u.N (eq4) 
Substituindo eq2 e ед4 em eq3, vem: 
T.cosa = u-N = u-(T.sena + Mg) 
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uL Mg 
T.(cosa - и.ѕепа) = p.M. > T2———— ——- (ед5 
(созбе a)=uMg cosa — p.sena (eq5) 
2 
De ед1 e ед5, vem: mgsena + MV UM. com R=L. 
R cosa - j.sena 
MgL 


——————— — - gLsena 
У ра senga) í 
Questão 285 - Solução 
Durante o movimento parabólico do projétil sob ação exclusiva da força peso, 
a aceleração resultante em cada ponto da trajetória é vertical e para baixo, 
com módulo constante dado por: 

F; P m. 
ар = Ё = DES as ак = gl 


О projétil tem velocidade Vx = 40 m/s constante е uma velocidade Vy cujo 
módulo aumenta de 10 m/s em 10 m/s a cada 1 segundo, portanto, 0, 10 m/s, 
20 m/s, 30 m/s, no instante t = 3s teremos Vy = 30 m/s e velocidade resultante 


dada por: 
v = Ava? «(vy = (40 + (30)? = 50 mis. 


As figuras abaixo o diagrama com a асе!егасао resultante e suas componentes, 
bem como o diagrama da velocidade resultante e suas componentes, ambos 
emt=3s. 


Esses diagramas mostram a velocidade e a aceleracáo do móvel num mesmo 
instante e trazem o par de eixos cartesianos e também o par de eixos padráo 
(tangencial e radial). Denominemos a o ángulo formado entre o eixo tangencial 
e o eixo vertical nas duas figuras e В = 90? — a. 

A velocidade foi decomposta no par de eixos cartesiano хоу, e a aceleração 
foi decomposta em suas componentes tangencial e radial. 


Os ángulos a, B = €?- a e 90? aparecem nos dois triángulos retângulos 
semelhantes em destaque nos diagramas. A semelhança de triângulos nos 
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permite determinar as componentes tangencial e centrípeta da aceleracáo 
resultante ar = gv: 


oposto oposto oposto a 


аа af 90 graus 
P 1 que. EEE“ 

Мх Vy V EN 40 m/s _ 30 m/s _ 50 m/s 
acp atg AR Actp atg 10 m/s? 


Assim, em t = 3s, temos acip = 8 m/s? e ay = 6 m/s?. A alternativa correta é o 
item B. 
Se vocé se empolgar, pode até determinar o raio de curvatura da trajetória 
parabólica em t= 3s: 
2 2 2 
atipa = > RE 312,5m 
R actp 8 


Questáo 286 — Resposta: Alternativa correta - item C. 
O raio de curvatura da trajetória parabólica em t = 4 s vale: 


= 416,66m 


Questáo 287 - Solugáo 
A velocidade Vx do projétil é constante e vale Vx = Vo em qualquer instante t 
posterior (até o projétil tocar o solo. A velocidade Vy em qualquer instante t 
posterior é dada por: 

Vy = Voy + gt = 0 *gt => W=gt 


A velocidade resultante, em qualquer instante t posterior é dada por: 
V= +; => у= №2 +(gt? 


Assim, usando a semelhança de triângulos mostrada na resolução da questão 
285, vem: 


oposto oposto oposto a 


au af 90 graus 
+ Pa л 2 2 
io AA LAMPES C Е Re oo 
аар аы ав аар tg 9 

gt Мед 


Assim, vem: ay ——————— , aap = + 
° NE +094) CU NE (ot? 


O raio de curvatura é dado por: 
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actp = Me = sa m > № + (atf = Meg _ 
R м e(t? R JN? + (gt? 
(Vero? y" 
Vo 


Questão 288 — Resposta: Alternativa a (Dica: veja questões 285 e 287) 


Questão 289 — Resposta: Alternativa b (Dica: veja questões 285 e 287) 


Questão 290 — Resposta 


actp = _ Vogcosa — — 
(V,¿cosa )2 + (V,sena – g.t)? 
atg- (Vosena - gt).g 


(V cosa )? + (V,sena - gt? 


ER [(v,cosa Y + (V,sena - 91)? T 


V,-9.Cosa 


Questáo 291 - Resposta: a) 6 m/s? , b) 36N, veja Exemplo Resolvido 4, página 146. 


Questão 292 - Solução 


O elevador possui aceleração Ta = 5 m/s? no referencial da Terra. Entretanto, 
no referencial do próprio elevador, ele não possui essa aceleração que, pelo 
Princípio da Equivalência, será computada como uma gravidade adicional 
la=5 N/kg. Assim, no referencial do elevador, a gravidade resultante vale: 
lg = б} +а = 10N/kg + 5N/kg > g'=15N/kg 
Durante a descida da rampa, agem no bloco as forgas mormal N e o peso 
Р” = m.g’, sendo que a componente m.g'.cosa é equilibrada pela normal N, 
restando a componente m.g'.sena para acelerar o bloco, proporcionando a ele 
uma aceleração a' = g'.sena = 15.(0,6) = 9 m/s? N no referencial do elevador. 


O comprimento da rampa vale AS' = h/sena = 2,7 / 0,6 = 4,5 т. 
Assim, o tempo que o bloco levará para descer toda a rampa, a partir do repouso, 
vale: 


Я 142 2 
AS! = Vo t+ E = 48- 0455 > t=1s 
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Questão 293 - Resposta: а) 7,5 m/s? , b)1,2 m/s?, veja exemplo 5, página 147 


Questão 294 — Solução 
No referencial da Terra, a lâmpada, ao se soltar do teto, já possui velocidade 
Vof para cima e irá subir em movimento retardado até parar e retornar em 
queda livre acelerada. Já o piso do elevador está subindo em MRUV. 


Para determinar o instante em que a lâmpada tocará o piso do elevador, é 
preciso escrever a função horária do MUV descrito pela lâmpada, a função 
horária do MRUV descrito pelo piso do elevador, igualar as funções horárias 
para achar o instante t desejado. Vemos que a resolução desse problema no 
referencial da Terra é bem burocrática. 


Já no referencial do elevador, a lâmpada simplesmente se desprende do teto 
e cai a partir do repouso com a aceleração а’ = 9' = д + а e percorre uma 
distância AS' = Н = 2,94 т até atingir o piso do elevador, piso esse que 
encontra-se imóvel nesse referencial. Assim, vem: 


| +2 
AS - V t e ED > 294 = 0 + 0032 > t=07s 


Note que fizemos a mudança de referencial Terra>elevador porque a anális: 

cinemática do problema é bem mais simples no referencial do elevador. 
Entretanto, ao passarmos de um referencial inercial para um não-inercial, 
precisamos pagar um preço que é fazer uso do Princípio da Equivalência, por 
isso, foi computada uma gravidade g'=g + a no referencial do elevador. 


Questão 295 — Solução 
A exemplo do que foi feito na resolução da questão anterior, faremos a 
mudança de referencial Terra-selevador porque a análise cinemática do 
problema é bem mais simples no referencial do elevador. Dessa vez, entretanto, 
tanto a Terra quanto o elevador em MRU são referenciais inerciais, portanto, é 
desnecessário fazer uso do Princípio da Equivalência nesse caso. Do ponto de 
vista da Dinâmica (das leis de Newton), os referenciais já são equivalentes. 


Assim, no referencial desse elevador, a lâmpada simplesmente se desprende 
do teto e cai a partir do repouso com a aceleração a” = a = g e percorre uma 
distância AS’ = Н = 3,2 m até atingir o piso do elevador, piso esse que 
encontra-se imóvel nesse referencial. Assim, vem: 


a't? 10.1? 


AS'- Vot + E > 32=0+ => t=0,8s 


Questão 296 — Resposta: Alternativa a 


Questão 297- Resposta: Alternativa b 
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Questão 298 — Solução 

a) Aceleração — independe do referencial inercial (grandeza absoluta) 
b) Massa — independe do referencial inercial (grandeza absoluta) 

c) Força — independe do referencial inercial (grandeza absoluta) 

d) Deslocamento — depende do referencial inercial (grandeza relativa) 
e) Velocidade — depende do referencial inercial (grandeza relativa 

f) Energia cinética — depende do referencial inercial (grandeza relativa 
9) Q.D.M. > depende do referencial inercial (grandeza relativa 

h) Intervalo de tempo > independe do referencial inercial (grandeza absoluta) 
i) Impulso — independe do referencial inercial (grandeza absoluta) 

1) Trabalho — depende do referencial inercial (grandeza relativa) 


Note que as grandezas força F e intervalo de tempo At independem do referencial 
inercial, por esse motivo, o impulso | = F.At também independe do referencial 
inercial. O deslocamento d sofrido por um corpo, entretanto, depende do 
referencial inercial, por esse motivo, o trabalho realizado т = F.d depende do 
referencial inercial. 


Questão 299 — Solução 

Se a soma das quantidades de movimento dos corpos de um sistema, antes e 
após um intervalo de tempo At, permanece constante, num referencial inercial, 
essa soma das quantidades de movimento também permanecerá constante 
em qualquer outro referencial inercial. 

Generalizando, qualquer lei física que é satisfeita num referencial inercial, 
também é satisfeita em qualquer outro referencial inercial. As leis físicas são 
as mesmas em qualquer referencial inercial. Não existe referencial inercial 
privilegiado, todos eles são equivalentes do ponto de vista da Dinâmica (das 
leis de Newton). 

Esse é exatamente o primeiro postulado da Teoria da Relatividade de 
Einstein, cuja idéia já era bem conhecida desde os tempos de Galileu. Já no 
século XVII, o cientista italiano enunciou o chamado Principio da Relatividade 
de Galileu que diz que “as leis da Mecânica são as mesmas, em qualquer 
referencial inercial". O primeiro postulado da Teoria da Relatividade de Einstein é, 
portanto, uma generalização do Principio da Relatividade de Galileu que se 
restringe apenas ao domínio da Mecânica. 


Questão 300 — Resposta: alternativa a 
Questão 301 — Resposta: alternativa с 
Questão 302 — Resposta: alternativa b 
Questão 303 — Resposta: alternativa е 
g-(u-tga) 


Questão 304 - Resposta: 
(1+ utga) 


‚ Veja exemplo resolvido 10, página 159. 
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Questão 305 - Solução 
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Seja a a aceleração que o prisma possui em relação à Terra. Efetuando uma 
mudança do referencial inercial (Terra) para o referencial acelerado do 
prisma, abandonamos a aceleração —a e a computamos, no referencial do 
prisma, na forma de uma gravidade <a (veja figura) que causará forças 
gravitacionais fictícias М.а < e М.а «— em cada um dos corpos de mesma 
massa M do sistema, respectivamente, com base no Princípio da Equivalência 


de Einstein. 
Caixa 1 — Equilíbrio vertical: № = М.9 (ед1) 
Equilíbrio horizontal: T + Fat, = М.а (eq2) 


Iminência de escorregar: Fat; = р.№ (eq3) 


Caixa 2 — Equilíbrio na direção do eixo 2: № = M.a.sena + M.g.cosa (ед4) 


Equilíbrio na direção do eixo 1: Fatz + M.g.sena = T + М.а.соѕа (ед5) 


Iminéncia de escorregar: Fatz = u.N2 (eq6) 
N: 


gravidades M T T 
bec а E 
m ilc 
Ur 
Mol Fat Ф. E 
| kd а 
№” cos = SK 
ʻa ^u Nat 
ох : 
a сз „7 "Mg MS 
a? QN, Bs 


Somando, membro a membro, eq2 e eq5, vem: 

Fat + Fat? + M.g.sena = М.а + M.a.cosa 

EN, + u.N2 + M.g.sena = М.а + M.a.cosa 

uM.g + p.( M.a.sena + M.g.cosa) + M.g.sena = М.а + M.a.cosa 
u.g + р.а.ѕепа + p.g.cosa + g.sena = a + a.cosa 

u.g + р.д.соѕа + g.sena=a + a.cosa – р.а.ѕепа 

Lg + L.g.cosa + g.sena = a. ( 1 + cosa — sena ) 

5+4+6 -a(1*08-03) > a=10ms? ou а=9 
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Questão 306 - Solução 


Seja a a aceleração que o prisma possui em relação à Terra. Efetuando uma 
mudança do referencial inercial (Terra) para o referencial acelerado do carro, 
abandonamos a aceleração —›а e a computamos, no referencial do carro, na 
forma de uma gravidade <a (veja figura) que causará forças gravitacionais 
fictícias m.a + е т.а + em cada um dos corpos de mesma massa m do 
sistema, respectivamente, com base no Princípio da Equivalência de Einstein. 


No referencial do carro, todos os blocos estão em equilíbrio (relativo). Assim, 
do equilíbrio do bloco pendular, temos: 

Pitágoras: Т? = (т.а)? + (т.09)2 > T=m. Je? +a? (eg1) 

Do equilíbrio do bloco apoiado sobre o carro, podemos escrever: 


AN 
Fat 9ге ida 
£o Mee 
ma | al, 
ym. 9 
Tp 
T 
N 
ma [al < 
{то 7 
е Na 7. AMES, ЛЕР 


Fat=T+ma => uN=T+ma, сот N2mg 
emg=T+ma => T=m.(ug-a) (eq2) 


Comparando ед1 e eq2, vem: (ug-a) = yg? «a? 


2 

Elevando ao quadrado e isolando a, encontramos: a = so 

Questão 307 - Solução 

Seja a1a aceleração que a mesa deve possuir para a esquerda a fim de tornar 
iminente o escorregamento dos blocos em relação a ela; seja a», por sua vez, 
a aceleração que a mesa deve possuir para a direita a fim de tornar iminente 
o escorregamento dos blocos em relação a ela (veja figura). 


É intuitivo o fato de que az > a: visto que o escorregamento ocorrerá mais 
difcilmente quando a mesa é acelerada para a direita (caso 2) Portanto, 
equacionaremos o caso 2 da figura. 

Seja a a aceleração que a mesa possui em relação à Terra. Efetuando uma 
mudanga do referencial inercial (Terra) para o referencial acelerado do carro, 
abandonamos a aceleragáo —a e a computamos, no referencial da mesa, na 
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forma de uma gravidade «а (veja figura) que causará forças gravitacionais 
ficticias т.а < е т.а + em cada um dos blocos de mesma massa m do 
sistema, respectivamente, com base no Princípio da Equivaléncia de Einstein. 


e L. E. | еа 
¿EL LL 
( / | 
а [ А a Io a2 
qe! iminência de | iminéncia de | —> 
escorregar | escorregar 
dam mms | Sa m 
EE ишн ЕЕ 25. | 
Caso 1 Сазо 2 


Para o equilibrio (relativo) do bloco de cima, podemos escrever: 
Fat + T = т.а 
1.N1 + T = т.а, сот № = m.g (equilíbrio relativo) 
u(m.g)+T=m.a (eq1) 


AN; gravidades 
т.а | Uu == 


Рага o equilíbrio do bloco pendurado, podemos escrever: 
Fata + mg = Т 
u.N2 + m.g =T, сот № = ma (equilibrio relativo) 
н.(т.а) + m.g = T (eq2) 

Somando eq1 e eq2, membro a membro, temos: 
p.(m.g) + u.(m.a) = ma -m.g 
p.(m.g) + mg = т.а - p.(m.a) 

9(1+и) 


a (ea (1-0) = а= 


9 
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Questão 308 
a = g/5, resolva no referencial não inercial dessa vez. 


Questão 309 
a = 9/4, tente agora no ref. não inercial , veja exemplo resolvido 8, página 154. 


Questão 310 
М = 400g, a = g.tga, veja exemplo resolvido 9, página 157. 


Questão 311 
Alternativa b, veja exemplo resolvido 5, página 147. 


Questão 312 - Solução 


Figura 1294 $ 


Referencial inercial 


Inicialmente, o prisma permanece em repouso em relação ao solo, enquanto o 
bloco desce a rampa aceleradamente. O prof. Renato Brito analisará a 
descida do bloco no referencial inercial (Figuras 129 e 130): 


Equilíbrio do bloco na direção normal: N = m.g.cosa (eq1) 

Aceleração de descida do bloco (Figura 130) ladeira abaixo : 

Fr=ma > m.g.sena = ma > а = g.sena (eq2) 

O equilibrio horizontal da rampa permite escrever: F = Nx — F = N.sena 
eq1 

F = (m.g.cosa).sena = m.g.sen45º.cos45º > F=m.qg/2 (eq3) 


Agora, O prisma será empurrado por uma força horizontal F ' = K.F e vai 
adquirir uma асе!егасао a' no referencial da Terra (inercial). Analisaremos o 
movimento de subida do bloco ao longo da rampa no referencial nào inercial 
(referencial do prisma) considerando o Principio da Equivaléncia de Einstein. 


Nesse referencial, o prisma não possui mais a aceleração horizontal (a'—), 
porém uma gravidade extra (gravidade а’ «—) causará uma força gravitacional 
(fictícia) M.a’ no prisma e т.а’ no bloco (Figuras 131 e 132). A seguir, 
o prof. Renato Brito mostrará o novo diagrama de forças, agora no referencial 
do prisma (não inercial). 
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Nesse referencial, o prisma se encontra em equilibrio relativo na direção 

horizontal, sob ação das forças Е’, Nx e М.а” (veja Figura 132). O bloquinho 

possui uma aceleração a” na direção do movimento ladeira acima, e se 

encontra em equilibrio relativo, na direção normal. A partir desses fatos, o 

prof. Renato Brito pode escrever: 
a” 


gravidades 
gravidades 
Eae П 
2 F] С 
g С 
Po, 0 
% ‘N € 
‘N 1o xQ 
Figura 131 NE 
Figura 132 


Referencial não-inercial . I : 
Referencial não-inercial 


Equilibrio relativo do prisma: 
F'=Ma' + № > К.Е = М.а’ + № (ед4) 
Equilibrio relativo do bloco na direção normal: 
N = m.g.cosa + m.a'.sena (ед5) 
Aceleração de subida do bloco (Figura 132) ladeira acima : 
Ев = т.а” > m.a'.cosa — m.g.sena = m.a” 
a" = a'.cosa - g.sena (eq6) 


Segundo o enunciado, o tempo de descida do bloco no primeiro caso é igual 
ао tempo subida do bloco no segundo caso. Ora, em ambos os casos, һа um 
bloco se movendo em MUV a partir do repouso (D = a.t?/2) . Em cada caso, a 
distância percorrida pelo bloco será a mesma no referencial do prisma, 
coincidindo com o comprimento D da rampa. Portanto, tempos iguais e 
distâncias iguais (D = a.t?/2) implicam acelerações de módulos iguais, isto é, a 
aceleração do bloco no referencial do prisma será a mesma, na subida e na 
descida ( a = a" ). 


Conforme vimos inicialmente, a aceleração de descida do bloco é dada pela 
relação ед2. Na subida (Figura 132), a aceleração do bloco no referencial do 
prisma vale a” dada pela relação eq6. Assim, de eq2 e ед7, vem: 

a-a" =  g.sena =a'.cosa - g.sena > 

a' = 2.g.sena / cosa = 2g sen45%/c0s45% >»  a'-2g (eq7) 

A relação eq3 informa o valor da força F que mantém o prisma imóvel durante 
a descida do bloco. 
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A partir da relação 4, determinaremos a força F’ = K.F com que o bloco deve 
ser empurrado para mover-se com aceleração a dada pela relação eq7: 

eq? eq5 
KF=Ma'+Nx = М.(2.0) + N.sena = 2.Mg + (m.g.cosa + m.a'.sena).sena 


Usando eq8 novamente, M = 2m e с = 45? vem: 
K.F = 2Mg + mg/2 + т.(29)/2 = 4mg + mg/2 + mg 


К.Е = 11.m./2 
Como a relação ед3 afirma que Е = m.g / 2, finalmente vem К = 11! © 


Questão 313 – Resposta (veja exemplo resolvido 6, página 150) 


a)7g/5, b)g. 2/5, 


Questão 314 - Resposta 

Seja a a aceleração que o prisma possui em relação à Terra. Efetuando uma 
mudança do referencial inercial (Terra) para o referencial acelerado do 
prisma, abandonamos a aceleração —а e a computamos, no referencial do 
prisma, na forma de uma gravidade <a (veja figura) que causará forças 
gravitacionais fictícias т.а < e mz.a <— em cada uma das partes da corda de 
massas пм e mz do sistema, respectivamente, com base no Princípio da 
Equivalência de Einstein. 


gravidades 


x N24 E | g 
4—5 т.а VA id 
meg Jm 9 | 
magY 
О. В aceferacào 


Decompondo das forças na direção da rampa e na direção normal à rampa, 
obtemos o diagrama de forças mostrado na próxima figura. Para que cada 
trecho da corda esteja em “equilíbrio relativo” no referencial do prisma, vem: 


T = m,.gsena + m,a.cosa (ед1) 
mz2.g.senß = T + m,acosB  (eq2) 


Sendo m: = m2= m, eliminando a tração T em eq1 e eq2, vem: 


gsenf – acosB = gsena+acosa > а= з 5010—50) (eq3) 
cosp + cosa 


Considere as identidades trigonométricas abaixo: 
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x-y x+y 

2sen( 2 Jeos( 2 j 
X— 

COSX+COSY = 2cos( ЖЕУ) соз[ У) 


A relação ед3, portanto, pode ser reescrita como: 
ad „ха 
9: x СА 2, N y, % AN, 
КАА y 


senx – seny 


A “ш д.веп{+ 
e? 
MUSS АА 


S 


A, 
P? 


cos + соѕа 


B-a 218) (235) 
E 2 sen 2 Je 2) _ ыи 
a = g| ——— | = ET came 


Questão 315 - Solução 


O vagão desce a rampa com aceleração a = g.sena no referencial inercial, 
aceleração essa causada pela força resultante P.sena que age sobre o 
sistema (Figura 133). 


gravidade P gravidades + 
Ed 


aceleração 


Referencial inercial 
Figura 133 


Referencial não-inercial 
Figura 134 


O prof. Renato Brito, contudo, analisará o que ocorre no interior do vagão a 
partir do referencial não inercial do vagão. Para isso, a aceleração 
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a = g.sena é abandonada (Figura 134) visto que o vagão não possui aceleração 
em relação ao vagão. 


Pelo Princípio da Equivalência de Einstein, essa aceleração com que O 
referencial não inercial (vagão) se move em relação ao referencial inercial 
(Terra, rampa) é “sentida”, para quem está no referencial não inercial (quem 
está no interior do vagão), como uma gravidade-extra de mesma direção, 
mesmo valor e sentido oposto ao da antiga aceleração a que inexiste nesse 
referencial (Figura 134). 

Assim, para quem está no interior do vagão, este se encontra imóvel em seu 
referencial e, em seu interior, agem duas gravidades, g e a, cujo efeito 
resultante (soma de vetores) é uma gravidade resultante д” perpendicular ao 
piso do vagão. Para quem está no interior do vagão, a gravidade д' = g.cosa 
define a nova direção vertical em seu interior. 


Aceleração do bloca no 3 
referencial do prisma 
, 


Ж 


Referencial não-inercial 
Figura 135 


Para facilitar a visualização, giramos as Figuras 133 e 134 de tal forma que a 
gravidade g' ficasse orientada na vertical-padrão e, consequentemente, a 
superficie inclinada da rampa ficasse horizontal. Dessa forma, obtivemos a 
Figura 135. 


Observando a descida do bloco a partir do referencial do vagão pela Figura 
135, temos um típico caso de MUV a partir do repouso com a famosa 
aceleração а’ = g'.senf ao longo do plano inclinado. O tempo de descida do 
bloco é dado por: 


142 
р= 2 E , com senB=H/D, a'-g'senp e g'-g.cosa 
2 ' 2 2 
D= a't 5 H -9 .senp.t _ 9.cos a.senp.t 
2 senp 2 2 
2H 


tz 
PE cosa 
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Questão 316 - Resposta: a) m.g.senf.cosa, b) р = tgß 


Questão 317 - Solução 

De acordo com a segunda lei de Newton, o sistema de massa total M subirá a 
rampa com aceleração retardadora de módulo a (no referencial da Terra) 
dado por : 

Fr=zMa > (P.sena+Fat)=Ma 


M.g.sena + u.N=M.a , com a reação normal N dada por М = P.cosa 


M.g.sena + џ.М.9.соѕа = Ма = az=g.sena + .g.cosa (ед1) 


а 


Сфегас̧до 


Figura 136 — diagrama das forças que адет па cunha, no referencial acelerado 


No referencial do próprio vagão, todavia, essa aceleração a к será 
equivalente a uma gravidade a Л, que será adicionada vetorialmente à 
gravidade local g 4 para totalizar a gravidade resultante g’ (no referencial do 
vagão) como mostra a Figura 136. 


Da geometria da Figura 136, temos que: 

gsena + с = а > a=gsena+c (eq2) 

Comparando ед1 e eq2, vem: c=u.g.cosa (eq3) 

É sabido que o pêndulo permanece em equilíbrio relativo sem oscilar, no 


referencial do vagão, quando posicionado na nova vertical definida pela 
direção da gravidade resultante g', conforme a Figura 136. 


Para determinar o ángulo В = a + Ө formado entre a direção de g' e a direção 
vertical de g, lançaremos mão da identidade trigonométrica: 


tgo. + 1900 


T +8) = eq4 
g(a + 0) T- (ted (eq4) 
Do triángulo retángulo da Figura 136, temos que: 
eq3 
Tg0 = —— = 493% _„ (eq5) 


g.cosa g.cosa 
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Sendo В = a + Ө, a partir de ед4 e eq5, vem: 


tga + 190 & tga + и тоВ = tga + р 
1- {00.1909 1 – tga.u 1 — tgo. 
Questão 318 - Solução 
Na situação ordinária, o pêndulo simples oscila com período T = 1s, о que 


permite escrever: 
L 
T = 2n. g -1s (ед1) 


Conforme aprendemos na relacáo eq56, página 163, um péndulo oscilando 
fixo ao teto de um vagão que desce uma rampa com aceleração a = g.sena 
oscilará, no interior desse vagáo, com E. dado por: 


T'5 2л. = 2n. sis. LÀ Ls * dês 
g.cosa g m cos 60? 


Questão 319 - Solução 


Tgf = То(о + 0) = 


Na situação ordinária, o pêndulo simples oscila com período T = 1s, o que 
permite escrever: 


Т = 2л = 15 ед1 


Conforme aprendemos па ге!асао eq20, página 136, um péndulo, fixo ao teto 
de um vagão que move-se acelerado horizontalmente, oscila na direção da 
nova gravidade g' de módulo g/cosa com período dado рог: 

L ЕТЕ 

ДА E 
9 


onde a. é o ângulo formando entre g e g'. 
Nessa questão, após o vagão ser acelerado, 
o posição de equilíbrio do pêndulo subiu 36 
cm o que, conforme a figura ao lado, mostra 64 ст 
que o ángulo a formado entre g e g’ tem um 
cosseno dado por: 


COSa = uam = 0,64 equilíbrio Ne 


100 


Assim, o novo período do péndulo, nessas Equilibrio 
condições, será: original 
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Teor E =з. EE a op É deas ME oss 

yg’ m vg 
cosa 

Com esse período mais curto que o original, o relógio oscilará mais ligeirinho, 


com maior freqüéncia do que a original e acabará adiantando. 


Note que, a cada 0,8 s, esse relógio dá uma oscilação completa, significando 

que, a cada oscilação completa ele adianta 0,2 s (que ele deixa de computar). 

Assim, se ele adianta 0,25 a cada 0,8 s, ele adiantará 15 s a cada 60 s. 
Resposta correta — Letra A 

Questão 320 - Solução 

O bloco, juntamente com a cunha, desce a rampa ladeira abaixo сот 

aceleração a = g.sena no referencial da Terra (veja figura adiante). 

Efetuando uma mudança do referencial da Terra (inercial) para o referencial 

da cunha (não inercial), essa aceleração a = g.sena Y será abandonada, 

sendo substituida, no referencial | 

acelerado, por uma gravidade S N gravidades 


К a = g.sena de mesmo valor, mesma ma | 
о. ! Fat id 


direção e sentido contrário que геги. = 
causará força gravitacional fictícia E 
m.a & no bloco de massa m. cs 
g 


No referencial da cunha, o bloco se з 
encontra em equilíbrio (relativo), o que Fat 
permite escrever: 

a 
m.a.sena * N = m.g BN 
N=m.g-m.a.sena (ед1) 

Fat = m.a.cosa  (eq2) aceleracao 


Como o problema pede que se a 

determine o menor coeficiente de atrito 

н que ainda impede o escorregamento relativo entre o bloco e a cunha, 
devemos admitir que o bloco esteja na iminência de escorregar em relação à 


cunha, o que permite escrever: Fat = u.N (ед3) 

A partir das relações eq1, ед2 e ед3, vem: 

Fat = m.a.cosa > p.N = m.a.cosa > u.(m.g-m.a.sena) = m.a.cosa 
a.cosa 


= =— (ед) 
g -a.sena 
Sendo a = g.sena, substituindo em eq4, vem: 
is a.cosa _ gsena.cosa _ sena _ tga > u=tga 


g-a.sena g-g.sena.sena соѕа 
(Veja também a questão 162, página 63) 
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Questão 321 - Solução 

a) Solução no referencial não inercial do carro: 

Sobre o carrinho, agem as forças de interação normal №, normal №, seu peso 
m.g (no centro de massa G), a força de atrito Fat que o solo exerce na roda 
traseira tracionada (conectada ao motor), bem como a força de inércia m.a 
(no seu centro de massa). 

O carro se encontra em equilibrio de momentos (relativo) em relação a 
qualquer ponto do referencial do carro. Tomando o momento total nulo em 
relação ao ponto O de contato da roda dianteira com o solo, vem: 


m.a.C + m.g.B - №.(А+В) = 0 (ед1) 


Adicionalmente, estando o carro em equilíbrio (relativo) no seu próprio 
referencial não inercial, podemos escrever na horizontal: 


Fat=m.a (eg2) 


Sabemos que o atrito estático tem intensidade variável, aumentando desde o 
valor nulo até o valor máximo Fatmax = u.N 
Comentário: o atrito entre o pneu carro e o solo é estático pelo fato de que 


o pneu apenas rola ao longo do solo, sem que o ponto de contato da roda 
com o solo escorregue em relação a este, não ocorrendo derrapagem. 


gravidades 


Fat ; ¡O aceleração 


Figura 137 - Diagrama das forças que agem no carro, no referencial acelerado 


A expressão eq2 mostra que, quanto maior for a intensidade da força de 
atrito, maior será a aceleração a que o carro adquirirá no referencial da Terra. 
Assim, para a condição de máxima aceleração, devemos ter: 


Fat = Fatma = u.N4 (eq3) 


Comentário: a intensidade do Fat max é calculada fazendo-se uso 
da normal М+, por ser essa a força de contato normal trocada па 
fronteira em que surge esse atrito. Se o atrito fosse na roda dianteira, 
teriamos usado М» na relação eq3. 


Isolando N1 ет ед1 e substituindo ет eq3 e, em seguida, substituindo eq3 
em ед2, vem: 
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Fat=Fatmax=uN = та = „(225 mss) = т.а 
+ 


um.g.B+um.a.C = m.a.A + maB = а= m m 
A+B-uC 


b) Resposta: a = 2,72 m/s? 
Veja a resolução do item a dessa questão. Veja também o Exemplo Resolvido 16, página 172. 


Questão 322 — Solução 


Para entender a resolução dessa questão, é preciso ter lido as resoluções das 
questões 182 e 183. Caso ainda não tenha lido, sugiro que leia nesse 
momento e retorne em seguida. 


inércias equivalentes 
Seja M a inércia equivalente do trecho que é sustentado pela tração T2T na 
figura acima. 


А inércia equivalente do trecho sustentado pela tração T4T é exatamente a 
mesma (M), visto que a retirada de apenas uma polia e um bloco de um 
sistema com infinitos blocos e polias não altera a inércia equivalente desse 
sistema. 


Porém, enquanto o trecho sustentado pela tração T2T está sujeito a um 
campo gravitacional gl, o trecho abaixo sustentado pela tração Ta? está 
sujeito a um campo gravitacional (9-а)/ no referencial acelerado, pelo Princípio 
da Equivalência de Einstein. 


Assim, podemos escrever: Т2 = М.9 (ед1) е Ts=M(g-a) (eq2) 
Como todas as polias são ideais, vem: T4 = T2/2 (eq3) 
De eq1, ед2 e eq3, vem: a = 9/2. € massa, né ? 


Aplicando a segunda lei de Newton para a primeira caixa de cima, vem: 
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Fr=ma > T4 -m.g = т.а, coma=g/2 = T4-3mg/2 
Assim, sendo T2 = 2.T4, vem: T2 = 3mg 


Questão 323 — Resposta: alternativa a 


Questão 324 — Resposta: alternativa e 


Questão 325 - Resposta: Vmin = e Beno 116950) 
(cosa + џ.ѕепа) 


Dica: Veja exemplo resolvido 23, página 202 


Questão 326 - Resposta: Dica: Veja exemplo resolvido 25, página 208 
a)u=2, b)60 m/s = 216 km/h c) 42,4 m/s = 152,7 km/h d) 6000 N 


Questão 327 - Resposta: Alternativa C, Dica: veja exemplo resolvido 26, página 211 


Questão 328 - Resposta: Vmax = 4125 m/s x 11,2 m/s = 40,3 km/h 


Dica: Veja exemplo resolvido 26, página 211 


Questão 329 — Solução 

O cilindro sobre o disco girante descreve um MCU de raio igual a L, no referencial 
da Terra, e possui uma aceleração centripeta actp (<) de módulo 
actp = «В = q2L nesse referencial. Entretanto, no referencial do próprio 
disco, o cilindro não apresenta nem aceleração nem velocidade encontrando-se 
em “equilíbrio relativo” (repouso permanente). 


Pelo Princípio da Equivalência de Einstein, a aceleração centrípeta que o 
cilindro possui (no referencial da Terra) é “sentida”, no referencial girante do 
disco (referencial não-inercial), em forma de uma gravidade radial que aponta 
para fora da curva, denominada gravidade centrifuga дси, Че módulo 
Осо = œR = w?.L. Essa gravidade aplica sobre o centro de massa do cilindro 
uma força gravitacional fictícia (força de inércia) denominada força centrifuga 
Fog. de módulo : 


Fog =M.9cyg = m.o*.R = mo2L (eg1) 


que empurra o cilindro radialmente para fora da curva. Como a intensidade 
dessa força centrifuga depende da velocidade angular « de rotação do disco 
(em relação à Terra), quanto maior o valor dessa velocidade angular w, maior 
será a força centrífuga m.w?.L>, mais atrito estático «+ será requerido para 
manter o cilindro imóvel sobre o disco, de forma que, a partir de um certo valor 
limite para о, o cilindro findará escorregando radialmente para fora do disco. 

A velocidade angular limite para que o cilindro esteja na iminência de 
escorregar é obtida a seguir: 


Equilíbrio vertical: М = то (ед2) 
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Equilibrio relativo na direção radial: Fat = Fctfg =  Fat=mw*L  (eq3) 
A força de atrito é limitada: Fat<uN (ед4) 


gravidades 


Substituindo ед2 e ед3 em eq4, vem: 


Раі < рМ > mo?L «uN > moil<umg > o< Es 


Omax = 9 (е45) 


О cilindro também tem tendéncia de tombar (capotar, cair, virar) para fora da 
curva, devido ao momento horário que a força centrifuga produz em relação 
ao ponto de apoio O (veja a figura). Para tentar impedir o tombamento, temos 
o momento anti-horário do peso do cilindro em relação ao ponto O. Estando o 
cilindro na iminência de tombar, a força normal N? que age no cilindro já está 
posicionada no ponto O (último ponto de apoio do cilindro, antes de ele 
eventualmente vir a tombar). Assim, para não tombar, devemos ter: 


Momento da força centrifuga « Momento do peso 
Fctfg x (h/2) < Pr, com г= 0/2 


2, h D [D 9 
m.o^L.— < mag. £a 
O 2 9.5 E e Vh L 


[p 
Omax = vh (eq6) 
e 


Segundo o enunciado, temos р > D/h, o que nos permite concluir que: 


g, Dg 
PE NE 


Assim, vimos que a velocidade angular máxima para não haver tombamento 
é menor que a velocidade angular máxima para não haver escorregamento. 
Assim, se a velocidade angular do disco giratório for aumentando muito 
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lentamente, a velocidade angular crítica que é atingida primeiro é a do 
tombamento. Assim, o cilindro tombará antes de escorregar. 


Questão 330 - Resposta: 20 cm, veja página 212, Exemplo Resolvido 27. 


Questão 331 - Resposta: іда = р 


Questão 332 - Solução 

No referencial da Terra, o objeto descreve um MCU animado de aceleração 
centripeta actp = 02.7» apontando para o centro da curva. Entretanto, no 
próprio referencial em rotação do objeto, ele não possui nem velocidade nem 
aceleração centrípeta. Nesse referencial, a aceleração centrípeta é sentida 
pelo objeto na forma de uma gravidade centrifuga дси = w?.r (Princípio da 
Equivalência de Einstein), que produz uma força gravitacional fictícia centrifuga 
Fctg = m.gesg = m.w2.r < que age puxando o corpo radialmente para fora da 
curva. Devido à ação dessa força centrifuga, o objeto tem a tendência de 
escorregar ladeira abaixo e, por isso, sofre a ação de um Fat 7 que age no 
sentido de tentar impedir o escorregamento do objeto. 


gravidades 


ET j | E il сно 


o 


QV 


"Cms ` 
/ gu q 


Ao efetuarmos a mudança de referencial "Terra—referencial girante”, o nosso 
problema de “Dinâmica do MCU" é transformado num problema de “Estática”. 
O corpo está em equilíbrio estático relativo, nesse referencial, о que nos 
permite adotar qualquer par de eixos para estudar o equilíbrio das forças. 


Se fôssemos resolver o problema no referencial da Terra (inercial), 
seríamos obrigados a usar o par de eixos descrito na Figura 42 página 
103, já que se trata de um MCU no plano horizontal. Nesse caso, teríamos 
que necessariamente decompor apenas as forças normal N e Fat. 


Para facilitar a determinação da normal N, evitaremos decompô-la, adotando 
um par de eixos paralelo à rampa e normal à rampa. Nesse caso, 
decomporemos a força centrífuga m.w?.r« e o peso m.g}. 


Equilibrio relativo na direção normal à rampa: N + mo*r.sena = mg.cosa (eq1) 


Equilibrio relativo na direção da rampa: Fat = mo'r.cosa + mgsena (eq2) 
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Aforça de atrito é limitada: Fat < uN (eq3) 
Isolando М em eq1, Fat em ед2 e substituindo em eq3, vem: 


Раі < „М >  mefr.cosa + mgsena < p(mgcosa — mo*r.sena) 


g(u.cosa – sena) 2, 10(08x086-0.5) ,  .27rad/s 


2 
r(usena + cosa) ^ ” É 0,2(0,8x0,5 + 0,86) 


os 


Portanto, temos «in = 2,7 rad/s Resposta Correta — Alternativa B 


Questão 333 — Solução 
А Figura 1 mostra algumas das forças que atuam sobre o carro no seu 


referencial não inercial. A velocidade e a aceleração tangencial do carro 
apontam para fora da página. 

As Figuras 2 e 3 mostram a vista superior do plano inclinado em que o carro 
se encontra. À medida que a velocidade V do carro aumenta, a magnitude da 


componente MV?cosa/R da força centrífuga também aumenta (Figura 2) e 


tende a superar a componente P.sena. 
É por isso que qualquer carro em alta velocidade descrevendo 
uma curva inclinada tende a deslizar ladeira acima devido à resultante 


MV^cosa/R - Репа (ver Figura 3). 


Figura 1 


Além disso, há também uma outra força de inércia relacionada com a 


aceleração tangencial "а" que o carro possui no referencial da Terra. 
É a chamada força de Einstein, que aponta na direção oposta da aceleração 


tangencial "a" (Figura 2) e tem magnitude "M . a". 
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M.a 
MV? 
cosa 
R - 


P.sena 
A É Fat Mv2 
cosa -P.sena 
a| ју 
Figura 2 Еідига З 
Vista superior das forcas ao longo Vista superior das forcas ao longo 


do plano inclinado do plano inclinado 


Nesse referencial não inercial, os pneus do carro na verdade 
têm uma tendência global de deslizar na direção da força 


resultante R entre a força tangencial inercial "M-a" e a força ladeira acima 
"MV?cosa/R - Psena". A fim de evitar o escorregamento, a força de atrito 


então age na mesma direção e sentido contrário de R como mostrado na 
Figura 3. 


Como o carro está em equilíbrio (relativo) nesse referencial, o Teorema de 
Pitágoras na Figura 3 permite escrever: 


р 2 
2 [MV? 
Fat=R =  Fat=,(Ma) + "m sona. Mgseog (1) 


Condição de iminência de deslizamento: Fat = uN (2) 


Equilíbrio na direção normal N (Figura 1): N = Mg.cosa + 


Elevando ao quadrado (1) e levando em conta (2) e (3), temos: 


2 
(Ma? + E 


їй MV? 
er I -|p:| Mg.cosa + R sena 


2 2 > `2 
2 |У 2 
(а) + 3g °%° -gsena| = p^. 


M 


De acordo com o enunciado do problema, o carro começa a escorregar logo 
após t = 10 s, com velocidade: 


VzVg +at = 0 +310 => |[V=30m/s 


Substituindo os valores em (4), temos: 
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, 2 `2 

2 v? 2 n 

(a) rem M - 12 (acosa + gel 
) R 
2 2 2 

2 30 ( 30? 

(3) [08 - 10-408) = н2 10.0.6) + Е в) 
Ра M 


(37 + 42 = р2.(22)2 


(22) t= 


Questão 334 - Solução 


Caso 1 - calculando o valor máximo de X: a Figura 138 mostra o diagrama 


das forças agindo no sistema, considerando que a distância x seja tão grande 
que o bloco A esteja na iminência de escorregar radialmente para fora da 
curva (puxado pela força centrífuga Ест э que age sobre ele em seu referencial 
acelerado), e levantar o bloco B que se encontra pendurado. 

Амл1 gravidades 


d : Nf * | Qus 
: т : E 
^ cea] А == 
<= i M. gera: Р 
M.g 


£cl JF s ране реи 
D 


Fee ! 
№ x Е: 


Fat) Imo Qi 
Oo: 


| gravidades | 
„Оса? д2 


VE 
i ls i Figura 138 — Diagrama das forças que agem em cada bloco, 
nos seus respectivos referenciais não-inerciais (acelerados), 
para determinar o valor máximo de x que toma iminente o 
escorregamento dos blocos 


O bloco A sobre a mesa girante descreve um MCU de raio igual a X, no 
referencial da Terra, e possui uma aceleração centripeta actp1 (<-) de módulo 
actp, = w2.R = о2.х nesse referencial. Entretanto, em seu próprio referencial, 
o bloco A não apresenta nem aceleração nem velocidade (obviamente, 


ninguém possui a velocidade nem aceleração em relação a si 
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mesmo......rsrsrs), encontrando-se em “equilibrio relativo” (repouso 
permanente). 


Pelo Principio da Equivalência de Einstein, a aceleração centripeta que A 
possui (no referencial da Terra) é “sentida”, no referencial girante da caixa A 
(referencial não-inercial), em forma de uma gravidade radial que aponta 
para fora da curva, denominada gravidade centrífuga сиот, de módulo 
Qa: = w2.R = w2.x. Essa gravidade aplica sobre a caixa A uma força 
gravitacional ficticia (força de inércia) denominada força centrífuga Fetig1> 
(veja Figura 138), de módulo : 

Fog! = M.getgi = M.o2.R = M.o?.x (eq) 
que empurra o bloco A radialmente para fora da curva (veja Figura 138). 
Como a intensidade dessa força centrífuga depende do raio (conforme a 
relação eq1), quanto maior o valor da distância x (raio), mais atrito estático 
será requerido para manter o bloco imóvel sobre a mesa, de forma que, a 
partir de um certo valor limite para x, o bloco A findará escorregando 
radialmente para fora da mesa, levantando o bloco B através do fio. 


Uma análise semelhante pode ser feita para o corpo B pendurado no fio 
vertical (Figura 138). No referencial da Terra, este descreve um MCU 
e, portanto, possui uma aceleração centrípeta actpz (—) de módulo 
actpz = ог = wd. Entretanto, em seu próprio referencial, o bloco B não 
apresenta nem aceleração nem velocidade (obviamente, ninguém possui a 
velocidade nem aceleração em relação a si mesmo......rsrsrs), encontrando-se 
em “equilíbrio relativo” (repouso permanente). 

Pelo Princípio da Equivalência de Einstein, a aceleração centrípeta que В 
possui (no referencial da Terra) é “sentida”, no referencial girante da caixa B 
(referencial não-inercial) na forma de uma gravidade radial que aponta 
para fora da curva, denominada gravidade centrífuga gergz <, de módulo 
Getigz = а.г = 02.4 (veja Figura 138). Essa gravidade aplica sobre a caixa В 
uma força gravitacional fictícia (força de inércia) denominada força centrifuga 
Fetg2 <, de módulo : 


Fctfgo = m-getgg = M.w?.r = m.w?.d (eq2) 


que comprime o bloco B contra a parede vertical (veja Figura 138), trocando 
com esta um par de forças ação-reação: o bloco B aplica uma normal N2«- na 
parede vertical e recebe desta a reação —N2a. 


Fato semelhante ocorre à força de atrito Fatz que age sobre o bloco B no 
sentido de impedir que ele escorregue parede acima. A reação a esse Fatz 
age na parede (veja a Figura 138). Ações e reações também foram mostradas 
nas interações entre o bloco А e a mesa, como pode ser visto na Figura 138. 


Mas, о que dizer das força centrifugas Fetg1 e Fcrgz ? Onde agem as suas 


reações ? Ora, conforme o prof. Renato Brito enfatizou na Propriedade 11, 
página 143, nenhuma força fictícia é fruto de uma interação, isto é, nenhuma 
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força fictícia resulta da ação mútua entre dois corpos. Elas não são uma força 
que alguém aplicou em alguém. Elas são fruto de uma mera mudança de 
referencial. Por esse motivo, todas elas não admitem reação. Assim, nunca 
esqueça: 


As forças centrífugas, assim como qualquer outra força de inércia (força 
fictícia), não admitem reação. Elas surgem meramente na mudança de um 
referencial inercial (não acelerado) para um referencial não-inercial 
(acelerado) girante, com base no Princípio da Equivalência de Einstein, e o 
seu uso facilita enormemente a resolução de problemas em referenciais 
girantes, permitindo entender o efeito centrífugo (tendência de o corpo ser 
empurrado para fora da curva) de forma bem mais direta e intuitiva, sem 
precisar lançar mão dos conceitos de inércia (nem sempre intuitivos). 
A partir desse ponto, equacionaremos o “equilíbrio relativo” de cada bloco no 
seu respectivo referencial acelerado. 
* Equilíbrio do bloco A (Figura 138): 
eq 

T + Fat: = Ес E T + Fat, = М.о2.х (eq3) 
* Condição de iminência de escorregar para o bloco A: 

Fat: = Fatmaı = p.N1, com М = Mg = Fati=p Mg (eq4) 


Deeq3 e ед4, temos: T + uMg = М.о2.х (eg5) 
e Equilíbrio do bloco B (Figura 138): Fatz + m.g = T (eq6) 


* Condição de iminência de escorregar para o bloco B ao longo da parede: 
2 


eq 
Fat? = Fatmaz = u.No, com № = Fctíg = Еа = p.m.w*%d (ед7) 
De eq6 е ед7, temos: mg + um.oid = T (eq8) 


Somando, membro a membro, as relações eq5 e eq8, vem: 
m.g + j.m.o^.d + uMg = М.о2.х, substituindo os valores, temos: 


40 + 16 + 20 = 20x > Xma= 3,8 т 


Caso 2 - calculando o valor mínimo de X: a Figura 139 mostra o diagrama 
das forças agindo no sistema, no caso em que a distância x é tão pequena (a 
força centrifuga Fog: = M.w?.x que atua na caixa A é tão pequena, quando 
comparada ao peso do bloco B) que o bloco A está na iminência de 
escorregar radialmente para dentro da curva (puxado pela tração T aplicada 
pela corda) indiretamente por conta do peso do bloco B. 


Como, nesse caso 2, o sentido do escorregamento dos blocos é oposto ao 
sentido de escorregamento do caso 1, basicamente, o que mudará no 
diagrama de forças é apenas o sentido das forças de atrito agindo em cada 
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bloco (na Figura 139). A partir desse ponto, equacionaremos o "equilíbrio 
relativo" de cada bloco no seu respectivo referencial acelerado. 


* Equilíbrio do bloco A sobre a mesa (Figura 139): 


T = Fat: + Есш a T = Рай + Mox (ед9) 
e Condição de iminência de escorregar рага o bloco sobre a mesa: 

Fat, = Fatmai1 = p.N1, com N=Mg => Fat =p.M.g (eq10) 

Deeq9 e eq10,temos: T = uMg + М.о2.х (eq11) 


e Equilíbrio do bloco B pendurado (Figura 139): m.g = T + Fatz  (eq12) 


e Condição de iminência de escorregar para o bloco ao longo da parede: 
INSI gravidades 


i ^x | бшш, 


TENES М.Я: ут sl 


m= 
YM.g Fati 


gravidades ! 
gta ayi 2 ' 


e 
I | | Figura 139 - Diagrama das forças que agem em cada bloco, 
nos seus respectivos referenciais não-inerciais (acelerados), 
para determinar o valor mínimo de x que torna iminente o 
escorregamento dos blocos 


ед2 
Fato = Fatmae = p.N2, сот № = Fetfg > Fatz = umold (eq13) 
De eq12 e eq13, temos: mg = T + jy.m.o*.d (eq14) 


Somando, membro a membro, as relacóes eq11 e eq14, vem: 
mg = umad + uMg + М.о2.х, substituindo os valores, temos: 


40 = 16 + 20 + 20x => xmn=0,2m = 20 cm 
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Questão 335 - Resposta: V = J115 = 10,7 m/s - letra c 
Dica (veja página 208, exemplo resolvido 25) 


Questão 336 — Solução 

а)у=К = 0,2x 40 =8 ms 

b) A única força que age sobre o homem é a força normal М que a superfície 
cilindrica exerce sobre os pés dele. Essa força é radial, aponta para o centro 
da estação espacial em cada instante, e faz o papel de resultante centrípeta. 
Assim, escrevendo a segunda lei de Newton na direção radial (centrípeta) 
para o homem, vem: 


2 2 2 
FRep = Fin— Fou = D ues: Nos m E > NP (eq1) 
R R R 


A nossa sensação de peso (peso aparente) é proveniente da normal N que 
age na gente. Quando nos sentimos mais pesados do que o de costume (por 
exemplo, no interior de um elevador subindo acelerado), é porque a normal N 
que está agindo na gente está maior que o de costume (N > m.g). 
Ao contrário, quando nos sentimos mais leves que o de costume (por 
exemplo, no interior de um elevador descendo acelerado), é porque a força 
normal N que está agindo na gente está menor que o de costume (N « m.g). 
Quando estamos no interior de um elevador em queda livre, embora a forca 
peso esteja agindo sobre nós, não teremos sensação de peso pois, nesse 
caso, a normal N agindo em nossos pés será nula. A sensação de peso vem é 
da normal М. 


A normal, por causa disso, é frequentemente chamada de “peso aparente”. 
Matematicamente, escrevemos: 


N=Paparento = N=Mg aparente (eg2) 


m: v? v? 3 
т. Ө aparente = R >» g aparente - R (eq ) 
v? 82 


2 

9 aparente = сагаа 16m/s^ = 16N/kg 
Concluímos que esse homem no interior dessa estação espacial sentirá uma 
gravidade g = 1,6 m/s?, por coincidência, é o mesmo valor da gravidade lunar. 


Questão 337- Solução 
De acordo com a resolução da questão anterior, a sensação de peso do 
astronauta, quando se encontra parado no interior da estação espacial, cuja 
periferia gira com velocidade tangencial u em relação às estrelas distantes 


(referencial inercial), é dada por: 


2 
N= Paper = = (eq1) 
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Ora, mas se o astronauta correr no interior da estação espacial, com 
velocidade v em relação a ela, no mesmo sentido do movimento dela, ele terá 
uma velocidade tangencial total “u+v” em relação às estrelas distantes 
(referencial inercial), e o seu peso aparente passará a valer: 

m.(u +v}? 


№ = Papa! = DR. (eq2) 


Segundo o enunciado, durante a corrida do astronauta, sua sensação de peso 
aumenta 21%, ou seja: 


m.(u 4 у)? 
N' ^R 
N-121N > —=121 > ——BR—.—-121 > utat 
N m.(u) и 
R 
27R  2xR; 
u+v = 110 => v-u/10, com UTE EC UN 


и 1 2xR; rx R; 
у=—=——. => v = — 
10 10 T 5T 


Questão 338 — Solução 


No referencial da Terra, a pessoa no interior do rotor descreve um MCU 
animado de aceleração centrípeta actp = œ?.R—> apontando para o centro da 
curva. Entretanto, no próprio referencial do rotor, a pessoa não possui nem 
velocidade nem aceleração centripeta. 


Nesse referencial, a aceleração centrípeta é 
sentida pela pessoa na forma de uma 
gravidade centrifuga geig = W2.Re-(Princípio 
da Equivalência de Einstein), que produz 
uma força gravitacional fictícia centrífuga 
Fog = M.Jetig = M.w2.R «- que age empur- 
rando a pessoa radialmente para fora da 
curva, ou seja, contra a parede. A pessoa 
exercerá uma normal N«- contra a parede, 
que reagirá aplicando uma normal N> na 
pessoa. 


Ao efetuarmos a mudanga de referencial 
“Terra>rotor”, o nosso problema de 
“Dinâmica do MCU" é transformado num 
problema de “Estática”. 


А pessoa que se encontra no interior do rotor está simplesmente em equilíbrio 
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estático relativo, nesse referencial, o que nos permite escrever: 
Equilíbrio das forças na vertical: Fat=P >  Fatzmg (ед1) 
Equilíbrio relativo das forças na direção radial: N = т. 028  (eq2) 
A força de atrito é limitada, sendo restrita ao intervalo: 
Fatsue.N  (eq3) 
Substituindo eq1 e ед2 em eq3, vem: Fat<ueN > mg s ue.m. o? К 
g < ре. o?R. (eq4) 


A relação eq4 é a condição geral para que o garoto permaneça imóvel, no 
referencial do rotor (referencial não-inercial) sem escorregar para baixo. 
A partir de eq4, tanto podemos determinar отл, como também podemos 
determinar ре min, Rmn OU gmax de tal forma que o garoto não escorregue em 
relação ao rotor. Isolando w em ед4, vem: 


g [o 


2 y ES ЈА 

o z- = Omin = 
HER VueR 

Nesse problema, quem é a reação à força centrifuga Еси = m.o?.R < gud 

age na pessoa localizada no interior do rotor ? 

Ora, conforme já foi dito várias vezes, a força centrifuga não é uma força de 

interação, isto é, ela não decorre da interação entre dois corpos, portanto, ela não 

admite uma reação. Em outras palavras, ninguém aplicou essa força centrifuga 

na pessoa, portanto, ninguém sofrerá a reação a essa força. 

Ela é apenas uma força fictícia que surge naturalmente quando fazemos uso do 

Princípio da Equivalência de Einstein, na mudança de um referencial inercial para 

um referencial em rotação. Nenhuma força fictícia admite reação. Ação e reação 

é um princípio que se aplica apenas a forças de interação. 


Finalmente, lembramos o leitor que uma resolução alternativa desse 
problema, agora no referencial inercial, pode ser encontrada na página 495, 
questão 280. Compare as duas soluções, atentando para os diferentes 
argumentos utilizados na análise em cada referencial. 


Para ver um incrível Rotor funcionando na prática, procure no YouTube pelo 
vídeo Isaiah passes out on The Rotor at Luna Park 
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Questão 339 — Solução 

No referencial da Terra, a moeda possui aceleração tangencial a e aceleração 
centripeta v?/R. Entretanto, no referencial náo-inercial da própria moeda, 
devemos abandonar essas duas acelerações e, de acordo com Princípio da 
Equivalência, adicionar duas forças fictícias ao sistema: uma força tangencial 
m.a (força de Einstein) e uma força centrífuga m.v?/R (veja a figura a seguir). 
Nesse referencial, a moeda tem tendência de escorregamento na direção da 
força resultante R entre as força tangencial e centrifuga. 

A força de atrito, portanto, vai agir na mesma N 
direção e sentido contrário de R a fim de 

tentar impedir o escorregamento. 


Estando a moeda em equilíbrio relativo Fat \ 
à 2 
nesse referencial, podemos escrever: o M mv IR 


Fat=R > Fat = (т-а)? + (m.v?/RY 


т.а 
Fat? = (т.а)? + (mv?/R$ 
(итд)? = (т.а)? + (т.у?/в? 
com a=a-R, v=at=a-Rtt A 
mar? Y ET 
(ит.д)? = (т.о -В)2 + "ол 
2 2 
(ug? = (aR)? + ar! = (9 - (RP и 
aR 
PE E е 2 11 
E am tj -а? > perl ГУ -a?|4 
a R a AR 
[ 2 
өкү ез үн pe Р 
© ufa! 


Fim do livro! © 
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9 Apéndice sobre Cinemática 


А Figura 1 mostra um MRUV onde o corpo parte do repouso (ve = О) com 
aceleração a e atinge uma velocidade м: num tempo tı. Assim, essa 
aceleração é dada рог a = м / ti, de forma que vı = ati. Qual a distáncia 
percorrida pelo móvel nesse tempo t1 ? Ela pode ser determinada pela área 
Sob a curva, ou seja: 
* -(at 42 
q - Pase х айша t, vi (ау) ce d-8 ti (ед1) 
2 2 2 2 

Esse mesmo resultado pode ser obtido analiticamente pela função horária do 
MUV: 


a-t? 


a-t? а:Ё 
2 


безо 04 + а= 


Agora e se а cena ocorresse de {газ para frente, como mostra a Figura 27 


AY AY 
V4 , V4 | 


Fiqura 1 Figura 2 


Nesse caso, o móvel inicia o movimento com velocidade vı e retarda 
uniformemente com aceleração escalar de modulo a, até atingir o repouso 
(у = 0) num tempo tı como mostra a Figura 2. O módulo da aceleração 
também ё dado рог а = va / №, de forma que vı = a.tr Qual a distância 
percorrida pelo móvel até atingir o repouso ? Ela também pode ser 
determinada pela área sob a curva, ou seja: 


2 
_ base x altura tv, t -(at,) € a-ti 

2 2 2 2 
Assim, graficamente, vimos que a distância percorrida pelo móvel nos casos 
mostrados nas Figuras 1 e 2 é a mesma, sendo dada pela relação eq1. 
Assim, a relação ед1 também é válida para calcular a distância percorrida 


pelo móvel mesmo no caso em que ele não parte do repouso, mas sim, retarda 
uniformemente até o repouso. 


d 
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10 Apéndice sobre infinitos 


Nesse pequeno apéndice, apresentarei uma técnica muito simples utilizada na 
Matemática para se resolver problemas que envolvem infinitos. Caso voce ainda 
nào a conheça, esse apêndice será vital para que você entenda a resolução da 
questão da questão 183 desse livro. 


TF” 5 
Determine o valor da expressão ТА +42+42+ М2+ 42 +...... 
Solução: 


Chamemos a expressão desejada de x, ou seja : 


[ [OE E 5 
X = 2* 2- 2*2 N2- ...... 
elevando ao quadrado, ambos os membros, vem: 


= 
= 2+ 2«424 424 424 424 


| | [^ a ====рининини" 
x*- 2 = q2«42«42* 42 42... 


Ora, mas o 2? membro da igualdade acima é o próprio x inicial. Assim, 
podemos escrever: 


х?°-2 = х 
х?2-х-2 = 0 
resolvendo, vem : 


 -bsVb?-4ac -(- Das, 


Assim, concluímos que : m 24 bo s... ++. 2+... 


Note que numa sucessão de infinitos termos, retirar um deles não altera а 
sucessão. 


Em outras palavras: 


bo o o сены T doo a Ens = 24 24 р 


Na verdade, nesse tipo de problema com infinitos termos, retirar uma quantidade 
qualquer finita deles náo altera o valor da expressáo. 


© 
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11 Apéndice sobre rolamento 


Muitos leitores, ao se depararem com as questóes 55 e 59, questionam por 
que o carretel nào rola para a esquerda já que o fio está sendo puxado para a 
direita. Para esclarecer essas questóes para o leitor, elaborei essas duas 


figuras abaixo. Veja: 


Movendo-se a corda suavemente para a direita, a ação do atrito estático do 
chão sobre o bloco, juntamente com a pequena e suave tração exercida pela 
corda sobre ele, fazem-no tombar pra direita (sentido horário). Esse é o caso 
considerado nas questões de carretel nesse livro. O fio é suavemente 
tracionado de forma que o ponto de contato do corpo com o solo nem chega a 
escorregar, de forma que a força de atrito trocada entre o corpo e o solo é 
estático (e não cinético). Em suma: nas questões de rolamento de carretel 
nesse livro, о carretel sempre rola sem escorregar. 


US 


Puxando-se o fio bruscamente para a direita, dando um supapo bem firme e 
forte, o bloco fatalmente tombará para a esquerda (sentido anti-horário). 
Nesse caso o puxáo é táo violento que o Fat é cinético, a base do bloco 
escorrega em relagáo ao solo durante o puxáo. Esse náo é o caso 
considerado nos problemas de carretel que desenrolam. 
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12 Apéndice Sobre Trigonometria 


Nesse apêndice, apresentarei ao leitor uma transformação trigonométrica 
muito útil para a resolução de uma grande variedade de problemas. 
Considre a função trigonométrica abaixo: 


07 

= 9 

y = asenx + b.cosx (eq) É 
Ө 


b 
Observe o triángulo retángulo auxiliar na figura ao 
lado. E fácil perceber que: 
b 
sen0 = ————— | (eq2) cos6 = (eq3) 
Ма? «b 
Considerando (1), (2) and (3), podemos escrever: 
r \ 
y = asenx + b.cosx = va? «b? . ——=©——-5епх + 2 cosx 
Ja? +b? Ja? + b? 
cose seng Р 


У = Ja? +b? -(senx.cos0 + ѕепӨ.соѕх) = Va? +b? -sen(x + 0) 


Finalmente, vemos que a função original (ед1) pode ser reescrita como: 

2.2 ^b 
y = asenx + b.cosx = (va -b* |sen(x+0) com Ө = arctg| (eq4) 
Note que a e b sáo constantes conhecidas, o que signifiica que Ө é também 


um ángulo conhecido. Vejamos agora algumas aplicagóes dessa relagáo ед4 
de ouro O ! 


Aplicacáo 1 
Determine o valor máximo da fungáo y = senx + cosx. 


Solugáo: nesse caso, comparando essa fungáo com a fungáo padráo dada 
por (eq1), temos a =b = 1, portanto, podemos escrever: 


^ 


y = 1-senx + 1-созх = 312 +12 (e + Espe) 
М2 41? JT +12 
у = (sos + ох) = 42. (соѕ45°ѕепх + ѕеп45° cosx) 


у = 42. ѕеп(х + 45°) cujo valor máximo é Угах = 42.1 242 uma vez que о 
valor máximo da função seno é 1. 
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Aplicação 2 
Determine o valor máximo da função y = 3senx + 4cosx. 


Solução: nesse caso, comparando a função dada acima com a função 
padráo eq1, temos a = 3 e b = 4, o que nos permite escrever: 


y = 3senx + 4cosx = 43? +42 =" + 


4 
— COS X 
V32 +42 (32442 | 


у= 5(3епх + cosx ) = 5(соѕ0:ѕепх + sen0-cosx):- 5-sen(x- 0) 


com 0= arctg$ = 53°. 


Assim, concluímos que a função original equivale a y = 5.sen(x + Ө) cujo 
máximo vale Ymax =5-1=5 uma vez que o valor máximo da função seno é 
1. 


Aplicação 3 


Resolva a equação senx + J3cosx = 2 


Solução: nesse caso, comparando a equação dada com a função padrão 
ед1, temos a=1 e b= -/З no primeiro membro da equação, o que nos 
permite escrever: 


senx + 43cosx = 42 => 1:ѕепх + V3cosx = 42 


{1+ (13) pem + Um, AMA 
Nis way NERA 


2| sena + cos ]- J2 > 2- (senx -cos 60" + sen60?-cosx )- J2 


/2 


sene 60º) = 22 > sen(x+60º)= sen45? 

Solução 1: 

(x+60º)=45º + 360º.k => -15° + 360ºk, com k=0, 1 2, 3,..... 

Solução 2: 

(x+60º)=(180º – 45°) + 360ºk => 135° + 360ºk, com k=0, 1 2, 3,..... 
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14 Referéncias na internet 


Professores e estudantes podem encontrar bons materiais e dicas de estudo 
para a preparação para os vestibulandos IME ITA nos seguintes sitios na 
internet: 


e www.vestseller.com.br - editora brasileira especialista em publicações 
para vestibulandos IME ITA, tais como os livros da renomada Editora MIR e 
outros excelentes livros de autores nacionais. Atualmente, a sensação para 
a preparação IME ITA são os maravilhosos livros peruanos e Indianos ! 
Confiram. 


e www.rumoaoita.com.br - sítio mantido por alunos Júlio Sousa e seus 
amigos que estão no ITA, tais como o Caio Guimarães. Contém muito 
material de apoio para vestibulandos IME ITA; 


e www.EliteCampinas.com.br — Esse site contém um vasto acervo de 
provas do IME, ITA, AFA, Escola Naval, Fuvest, Unicamp, Unesp dos 
ültimos 5 a 10 anos. Os comentários mais didáticos das provas IME ITA 
todo ano podem ser encontrados nesse site. Confiram, vale realmente a 
pena ! Parabens Eliel ! 


• www.etapa.com.br — sítio do Curso Etapa de São Paulo, com vasto acervo 
de provas comentadas do IME, ITA, Fuvest, Unicamp, Unesp, Mackenzie, 
UFSCAR, FEI dentre outros. 


e www.fisicaju.com.br - sítio pessoal do prof Renato Brito com listas de 
exercícios para download; 


Esse livro aborda as Leis de Newton sob uma perspectiva inovadora dentre os 
demais livros de Mecânica: analisa, tanto no Referencial Inercial quanto no 
Referencial Nào-Inercial, toda a Dinâmica dos movimentos retilineo e curvilíneo, 
tanto na ausência quanto na presença de atrito, explorando os mais variados 
vínculos geométricos. Além da teoria completa, o livro contém mais de 330 
problemas propostos incluindo Cinemática Geral e Leis de Newton, dos quais, mais 
de 220 problemas encontram-se integralmente resolvidos e comentados. 


O Princípio da Equivalência de Einstein, abordado nesse livro de forma muito 
didática e elucidativa, trata-se de uma ferramenta fantástica para a resolução de 
complexos problemas de Dinâmica pois, além de dar ao estudante uma nova visão 
das leis de Newton, propicia resoluções muito mais rápidas e elegantes. O 
estudante de Física que domina a análise de problemas de Dinâmica no 
Referencial Nào-Inercial certamente tem um grande diferencial a seu favor, levando 
grande vantagem em Olimpiadas de Física e vestibulares IME ITA. 


Essa coleção de Mecânica para vestibulandos IME ITA é composta de: 
= Volume! - Cinemática e Leis de Newton 


= Volume Il - Trabalho e Energia, Impulso e Quantidade de Movimento, 
Dinâmica do Gentro de Massa e Sistemas com Massa Variável. 


= Volume ll - Estática, Hidrostática e Gravitação. 
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